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摘要：为了确定地下水污染物来源，将地质统计学方法应用于追溯一维均质含水层中污染源的排放过程，利用数

值实验分析了观测点布设位置、污染物浓度观测误差、水动力弥散参数和地下水流速对地质统计学法溯源效果的

影响。结果表明，观测点提供的浓度信息能准确反映观测时刻污染物浓度的分布时，根据这些浓度信息可得到好

的溯源效果。反演出的污染物排放过程与真实排放过程相似度较高时，污染物浓度测量误差的数量级介于 10-6～

10-3.5之间，水动力弥散系数的变化幅度在-10 %～5 %内，实际平均流速的变化幅度在±2 %间。在本次数值实验

条件下，地质统计学法给出了较好的溯源效果，与观测浓度误差相比，水动力弥散参数和地下水流速对溯源效果

影响更显著。
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1 研究背景

由于地下水污染具有极强的隐蔽性，当发现污染时，往往不易确定污染物的来源，这为锁定污

染肇事者，判定其责任大小和污染治理带来了巨大困难。据全国 118座大城市浅层地下水调查结果，

97.5 %的城市受到不同程度的污染，其中 40 %的城市受到严重污染［1］。2011年，全国城市 55 %的地

下水呈现较差至极差的水质［2］。可是在面对严峻的地下水污染危机的同时，在我国人口较为密集、人

类活动干扰大、工农业生产发达的平原地区，地下水正遭受着越来越严重的污染［3］。因此我国地下水

污染治理工作任重道远。治理地下水污染的先决条件和必要基础就是确定地下水污染源的位置及其

排放历史。地下水污染溯源（地下水污染源解析）是通过有限的观测数据，估计污染源的位置及污染

物迁移转化的历史［4］。它主要包括追溯污染物排放历史、确定污染源位置和估计污染物排放量［5］。地

下水污染溯源的研究有助于判别不同污染源或污染肇事者的责任大小，有助于确定污染治理成本在

不同污染肇事者间的分配比例，也有助于制定和选择经济的污染治理策略与方法［6］。在当前我国地下

水资源供需矛盾突出，地下水环境不断恶化的情况下，加强地下水污染溯源的有关研究对于保护地

下水资源、防治地下水污染有着重要的实际意义。

溯源方法可分为地球化学足迹法和数学模拟法［7］。本研究关注的是数学模拟法，即通过概化实际

问题并建立数学模型，进而反演出污染源的位置与排放量（排放历史过程）等信息，是一种典型的逆

问题（不适定问题）。该类问题是地下水科学及相关学科的研究难点与热点。采用数学方法追溯地下

水污染源的问题在国外有近 30年的研究历史，而我国也有学者发表了相关研究成果［6，8-10］。

目前，地下水污染溯源的主要方法有解析方法、优化方法、直接法、随机理论和地质统计学方
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法［11］。Snodgrass等［12］采用地质统计学方法确定污染物排放的历史过程，这一方法的解更具有普适

性，且不需要对未知污染源的特性和结构做出盲目的假设，但是此方法的限制是污染源的位置必须

是先验的［11］。Butera等［13］将这一方法推广到二维溯源问题，Michalak等［14］将地质统计分析与伴随法相

结合，建立了追溯三维非均质污染物迁移的方法。Butera等［15］于 2012年在其研究基础上将该方法拓

展到同时追溯污染物排放过程和污染源位置。尽管诸多学者对地质统计学方法进行了大量的研究，

但这些研究多集中于方法的基本原理，缺乏观测数据、水动力学参数对溯源效果影响的探讨。

本文将地质统计学方法应用于追溯一维均质含水层中污染源的排放过程，并通过数值实验探讨

观测点布置、观测数据误差、水动力弥散系数和实际平均流速对溯源结果的影响。

2 基本原理

Snodgrass等［12］采用地质统计学方法确定了污染物排放的历史过程，并将污染物的排放过程作为

关于时间的未知函数。由于函数存在不确定性，因此它代表了一个随机过程。符合污染物观测数据

和溯源问题附加条件的函数构成了一个集合。集合中每个函数对应一个概率，每个概率代表“相应函

数是溯源问题的解”的可能性。集合的数学期望是未知函数的最佳估计，其协方差度量了该估计的不

确定性。

2.1 地质统计学模型 Snodgrass等［12］将污染物排放过程与污染物浓度观测值间的关系概化为式（1）：

z = Hs + v （1）
式中： z 为一个由观测数据组成的m × 1维向量； s为待求未知函数经离散后形成的一个n × 1维向量；v
为测量误差组成的m × 1维向量；H 为由传递函数构成的灵敏度矩阵。

假定v的均值为 0，其协方差矩阵为R ， s为一个随机向量，其数学期望和协方差分别由式（2）和

式（3）表示。

E [ ]s = Xβ （2）
Q ( )θ = E é

ë
ù
û( )s - Xβ ( )s - Xβ T

（3）
式中：X 为一个已知的n × p的矩阵； β 为 p个漂移系数组成的向量；Q ( )θ 为关于未知参数θ 的已知函

数，通常取高斯分布函数。

2.2 地质统计学模型的求解方法 待求未知函数离散形式s的求解过程可分成两个步骤，首先是确定

未知参数θ ，而后估计未知函数 s。根据文献［12，16］，当式（4）表示的概率取最大值时，θ 的取值即

为待求的参数值。

p ( )z|θ ∝ || Σ -1 2 ||X T H T Σ -1HX
-1 2exp é

ë
ù
û

- 12 z T Ξ -1 z （4）
Σ = HQH T + R （5）

Ξ = Σ -1 - Σ -1HX ( )X T H T Σ -1HX
-1

X T H T Σ -1 （6）
式（4）描述的极值问题，等同于求式（7）的最小值。

L ( )θ = 12 ln || Σ + 12 ln ||X T H T Σ -1HX + 12 z T Ξ -1 z （7）
L ( )θ 对θ 的导数取 0值时，L ( )θ 取最小值。采用 Gauss-Newton迭代法求解此极值问题。当迭代计

算收敛后，再利用θ 求Q ，并代入式（8），解得到n × m的系数矩阵Λ和 p × n的拉格朗日乘子阵M。

é

ë
êê

ù

û
úú

Σ HX
( )HX T 0 é

ë
ê

ù
û
úΛT

M
= é
ë
ê

ù
û
ú

HQ
X T （8）

对未知函数s的最佳估计

s及其协方差分别如式（9）和式（10）所示。


s = Λz （9）

V = -XM + Q - QH T ΛT （10）
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2.3 污染物浓度非负性约束 上述求解方法未考虑污染物浓度的非负性，为体现污染物浓度的非负

性，对未知函数s进行如下变换［12］：
~s = α ( )s 1 α - 1 （11）

将式（11）代入式（1）得到

z = h é

ë
ê

ù

û
úæ

è
ö
ø( )~s + α α
α

+ v = ~h ( )~s + v （12）
实施上述变换后，

~h ( )~s 是非线性的，需要通过迭代方法求得θ 和
~s［12，16］。最终利用式（13）求出未知

函数s的最佳估计

s。


s =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

~s l + α
α

α

（13）

3 数值算例与实验方案

3.1 数值算例 本文以一维均质饱和多孔介质中惰性污染物的迁移问题为例［17］讨论观测点布置、观

测数据误差、水动力弥散系数和实际平均流速对溯源结果的影响。算例中的地下水流场为等速均匀

流场，实际平均流速为常数；初始时刻，研究域中无污染物；从初始时刻开始，在研究域的左端连

续注入污染物，污染物是保守的，不发生吸附和衰变，其对流弥散是一维的。该问题可由式（14）—

（17）表示。

∂C∂t
= D ∂∂2C

∂x 2 - v ∂C∂x
（14）

C ( )x，T = g ( )x （15）
C ( )0， t = 0 0 ≤ t ≤ T （16）
C ( )∞， t = 0 0 ≤ t ≤ T （17）

式中：C 为污染物浓度（ML－3）；D 为水动力弥散系数（L2T－1，文中取 1）；v为实际平均流速（LT－1，文

中取 1）；x为距离（L），算例中x ∈[ ]0，300 ；t为时间（T）。

上述问题在T 时刻x处的解析解为：

C ( )x，T = 0
T

s ( )τ f ( )x，T - τ dτ （18）

f ( )x，T - τ = x

2 πD ( )T - τ 3 exp
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-
( )x - v ( )T - τ

2

4D ( )T - τ
（19）

污染物的真实排放过程由式（20）描述（图 1）。沿 x方向均匀布置有 25个观测点（图 2），各观测点

在t = 300时刻的观测值 z 所形成的污染物浓度曲线如图 2所示，其测量误差的协方差阵R = σ 2
R I ，其中

σ 2
R = 1 × 10-12。待估计排放过程s的协方差阵Q 由式（21）表示［12］。

s ( )t = exp é
ë
êê

ù

û
úú-

( )t - 130 2

50 + 0.3exp é
ë
êê

ù

û
úú-

( )t - 150 2

200 + 0.5exp é
ë
êê

ù

û
úú-

( )t - 190 2

98 （20）

Q ( )ti， t j |θ = σ 2exp
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú-

( )ti - tj

2

l 2 （21）

3.2 数值实验方案

（1）观测点布置对溯源效果的影响。观测数据的详实程度是影响求解溯源问题难易程度的重要因

素［18］。在实际应用中，观测点（井、站）的数量受到建设或维护成本的制约，其位置受到建设场地的
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限制。分析观测点数量和位置对溯源效果的影响，有助于设计适当观测点数量和位置为反演污染排

放过程提供足够的、有效的浓度观测信息。本研究先在 0～300的范围内均匀布置不同数量的观测

点，分析观测点数量对溯源结果的影响，而后将固定数量的观测点均匀布置在不同宽度的观测域

内，并使各观测域以x = 0为起点逐渐移动至x = 300处，分析观测域宽度及位置对溯源效果的影响。

（2）溯源效果对观测数据误差的敏感性。溯源问题的解对观测数据的误差有极强的敏感性，即便

是很小的污染物浓度测量误差也能使溯源结果发生巨大的变化［17］，因此分析溯源方法对观测数据误

差的敏感性有助于确定适当的测量误差的范围以保证能够取得较好溯源结果。文献［12］中将σ 2
R 设定

为 10-12，以控制测值测量误差，并取得了良好的溯源效果。本文将σ 2
R 从 10-12增大到 10-1，通过调节观

测值测量误差的协方差阵R ，分析地质统计学方法的溯源效果对观测数据误差的敏感性。

（3）溯源效果对水动力弥散系数的敏感性。水动力弥散系数由介质参数弥散度、水流实际速度和

污染物在介质中的分子扩散系数确定。虽然可通过实验方法得到水动力弥散系数［19］，但多数溶质迁

移研究中，常在数学模型参数校准过程中确定弥散度［20］。实验和参数校准方法产生的误差将通过水

动力弥散系数引入溯源问题，并将对污染物溯源效果产生影响。因此分析溯源方法对观测数据误差

的敏感性有助于确定适当的水动力弥散系数的范围以保证能够取得较好溯源结果。上述数值算例

中，水动力弥散系数D 的实际值为 1，本文调节D 在±15 %间变化，分析溯源方法对弥散参数的敏感

性。

（4）溯源效果对实际平均流速敏感性。实际平均流速影响到污染物的对流与弥散迁移。通过实验

方法或数学模型计算可得到地下水流速，相应的测量误差与模型不确定性［21］将通过地下水流速引入

溯源问题中，从而影响到污染物溯源的效果。因此分析溯源方法对观测数据误差的敏感性有助于确

定适当的实际平均流速范围以保证能够取得较好溯源结果。上述数值算例中，实际平均流速v的实际

值为 1，本文调节v在±15 %间变化，分析溯源方法对实际平均流速误差的敏感性。

3.3 评价指标 本文采用线性相关系数和置信区间宽度作为评价地质统计学方法溯源效果对观测数

据误差、水动力弥散系数和实际平均流速敏感性的指标。线性相关系数r反映反演出的排放过程cal 与
实际排放过程Rea的相似程度，其计算公式如式（22）所示。r 越近于 1，cal 与Rea相似程度越高。置信

区间宽度反映了根据观测数据和模型参数反演出的污染物排放过程的不确定性的大小。本文采用反

演出的排放过程的 95 %置信区间上限σu和下限σl 间的欧氏距离de评价其置信区间的宽度，其计算公

式如式（23）所示。de越小，说明反演出的排放过程的不确定性越小。指标I 对第i 个参数ai 的敏感度 β i

的定义如式（24）所示，其中Dai 为参数ai 的变化量。

r =
å
i = 1

n

( )cali - - -----Rea ( )Reai - - -----Rea

å
i = 1

n

( )cali - - -----Rea
2
å
i = 1

n

( )Reai - - -----Rea
2

（22）

de = å
i = 1

n

( )σui - σli

2
（23）

图 1 污染物浓度排放曲线 图 2 观测点分布及 t=300时刻的浓度分布
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β i =
( )I ( )ai + Δai - I ( )ai I ( )ai

Δai ai
（24）

4 分析与讨论

4.1 观测点布置对溯源效果的影响

4.1.1 数量的影响 由上述算例可知，在 x ∈[ ]0，300 的范围内，随着观测点数量的增加， r 趋向于

1，de趋向于 5.44（图 3（a））。计算的空间范围固定时，观测点数量影响到观测点布设密度。观测点数

量小于 10时，相应的布设密度小于 0.033，r值小于 0.92，de值大于 10.2。此时，较少的观测点提供的

浓度信息难以反映出t = 300时污染物浓度的分布形态（图 4），根据这些浓度信息反演出的污染物排放

过程不准确。随着观测点数量的增加，观测点提供的浓度信息逐渐接近t = 300时污染物浓度的分布形

态。当观测点数量大于 25 时，观测点提供的浓度信息已与 t = 300时污染物浓度的分布形态差异很

小。再增加观测点数量，浓度信息的改善并不显著，因此反演的效果也没有较大的提升，此时r 和de
均趋于稳定。这说明在x ∈[ ]0，300 的范围内，均匀布置的 25个观测点能为该数值算例提供足够有效

的浓度信息观测数据。

图 3 观测点布置对 r及 de的影响

观测点数量

（a）
观测区间起点坐标

（b）

4.1.2 位置的影响 在不同宽度的观测域内均匀布置 25个观测点，并使各观测域以x = 0为起点逐渐

移动至x = 300处，不同宽度观测域对应的溯源效果如图 3（b）所示。为使图形清晰，本文仅在图形中

显示了宽度为 25、100、150、200、300的观测域对应的r和de的曲线。由图 3（b）可知，观测域较小

时，观测域布置在溯源计算范围的中部得到的溯源效果相对较好，如观测域宽度为 25且起点位于

x ∈[ ]130，230 内时， r 取值大于 0.8，相应的de ∈[ ]30，70 ，而观测域起点在其他范围时， r 取值小于

0.8，相应的de ∈[ ]30，80 。随着观测域宽度由 25 增大至 300， r 越容易接近于 1.0，de也更易接近于

5.44，反演的效果逐渐变好。

观测域宽度较窄时，观测点难以捕捉到全面的浓度信息，根据残缺的信息难以反演出污染物排

放过程，因此越窄的观测域对应的溯源效果越差。浓度分布的峰值与低谷是描述浓度分布的关键信

息，根据这些关键信息能够得到一定准确程度的浓度分布，观测域较窄但涵盖了提供关键信息的观

测点时，这些关键信息对应的溯源效果相对较好。在本例中，浓度变化的峰值与低谷集中在t = 300时

刻浓度分布曲线的中部，因此观测域布置在溯源计算范围的中部得到的溯源效果相对较好。

4.2 溯源效果对观测数据误差的敏感性 文献［12］将σ 2
R 取为 10-12，得到了很好的溯源效果。本文将

10-12作为评价σ 2
R 值对溯源效果影响的基准值，此时r接近于 1.0，de接近于 5.44。图 5显示了r和de随着

σ 2
R 变化的情况及敏感性。由数值实验结论可知，当σ 2

R 值小于 10-12时，再减小σ 2
R 值，并不能使溯源效

果有显著的提高。随着σ 2
R 值不断变大，溯源效果逐渐变差，在σ 2

R 值大于 10-8后，随着σ 2
R 值的增大溯

源效果急剧变差，排放浓度曲线的峰值大小逐渐减小，峰值出现的位置逐渐向时间轴的中部靠近。

根据文献［22］，污染物的检出限的数量级一般大于或等于 10-7，因此误差的数量级大于或等于
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10-7时，溯源结果对误差敏感性更具有实际意义。算例中观测值 z 的测量误差的协方差阵为R = σ 2
R I ，

σ 2
R 取 10-12时，观测值 z 的测量误差的数量级为 10-6，说明测量误差在该数量级时能取得很好的溯源效

果。当σ 2
R 值增大至 10-7时，测量误差的数量级为 10-3.5， r 值为 0.996，de 值为 6.011，较σ 2

R 值为 10-12

时，分别变化了-0.28 %和 10.24 %，此时计算的排放过程与实际排放过程较为相似，较好地拟合了

实际排放过程的浓度峰、谷值（图 6）。当σ 2
R 值为 10-6时，测量误差的数量级为 10-3，r 值为 0.990和de

值为 7.130，较σ 2
R 值为 10-12时，分别变化了-0.90 %和 30.77 %，此时计算的排放过程较好的拟合了实

际排放过程两端的浓度峰值，但几乎反映不出中间浓度峰值。再增大σ 2
R 值，反演出的排放过程仅能

拟合实际排放过程两端的浓度峰值，已无法反映出中间浓度峰值。说明对于此算例，当测量误差的

数量级大于 10-3.5时，难以取得较好的溯源效果。

4.3 溯源效果对水动力弥散系数的敏感性 图 7表明当D 的变化幅度在-15 %与 15 %间时，相应的r

变化幅度在-35 %与 5 %间，de变化幅度在-15 %与 65 %间。当D 的变化幅度在-10 %与 5 %间时，相

应的r 变化幅度在-5 %与 5 %间，de变化幅度在±10 %间，且de出现了随D 值减小而减小至 5.00附近。

尽管此时 r 值均在 0.9 以上，de 值均在 7 以下，但根据图 8 可以看出D = 0.9对应的计算排放曲线在

t = 150时刻的峰值已经消失，而在t = 240附近出现了峰值，反演出的排放曲线与真实的排放曲线已出

现较大的不同，而D = 1.05对应的反演出的排放曲线的峰、谷值较真实排放曲线更明显，曲线动态的

相似程度较高。D 值增大时，计算的污染物排放浓度峰值增大；D 值减小时，计算的污染物排放浓度

峰值减小。小的de值表明反演结果的不确定性变小了，说明基于已知的观测数据和模型参数，对污

染物排放过程 s的识别作用增强了，但是因为模型参数信息有可能是错误的，因此较小的de值不意味

着反演结果更接近于真实的排放过程。

4.4 溯源效果对的实际平均流速敏感性 图 9表明当实际平均流速v变化幅度在±5 %间时，r 变化幅

度在-40 %与 0 %间，de对v的敏感性较低，de变化幅度在±10 %间。v值小于真实的实际平均流速，反

演出的污染物排放过程中的浓度峰、谷值将提早出现，v值大于真实的实际平均流速，反演出的污染

图 5 观测数据误差对 r及 de的影响 图 6 不同σ 2
R 值对应的计算浓度排放曲线与真实排放曲线对比

（注：为使图形清晰，仅显示 t∈[100，220]内的浓度排放曲线。）

图 4 不同数量观测点分布及其反映的 t=300时刻浓度分布情况

（注：各浓度曲线根据相应浓度点插值得到。）

（a） 不同数量的观测点位置及 t=300时刻的浓度分布 （b） 根据不同数量观测点插值出的浓度曲线
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物排放过程中的浓度峰、谷值将提早延迟出现（图 10）。实际平均流速v变化幅度在±2 %间时，反演

出的污染物排放过程与真实排放过程在曲线的变化上相似度较高，当v变化幅度超出±2 %时，由于浓

度峰、谷值的偏差造成反演结果与真实排放过程相似性较差，反映出r 对v的敏感性较高，故在上述

一维算例中实际平均流速对是否能反演出正确的污染物排放过程是十分重要的。v变化幅度在±5 %间

时，随着v值增大de值减小至 5.00附近，说明基于此时的观测数据和模型参数，对污染物排放过程 s
的识别作用较强，但是因v值可能不准确，所以较小的de值对应的反演结果可能不同于真实的排放过

程。

图 7 水动力弥散系数对 r及 de的影响
图 8 不同 D 值对应的计算浓度排放曲线与真实排放曲线对比

（注：为使图形清晰，仅显示 t∈[100，250]内的浓度排放曲线。）

4.5 不同参数敏感度比较 σ 2
R 控制着测量误差的协方差矩阵，该值与污染物浓度检测有关，是影响

地质统计学方法溯源效果的外因。水动力弥散系数D 和实际平均流速v是描述污染物迁移的对流弥散

方程的重要组成部分，是影响地质统计学方法溯源效果的内因。图 11显示r 和de对σ 2
R 、D 和v的敏感

度。因敏感度存在负值且数值差异较大，为将其清楚地表达在同一张图上，图 11将敏感度的绝对值

绘制在对数坐标系中。由图 11可知，当参数在±6 %间变化时，r 对参数v的敏感度最大，对σ 2
R 的敏感

度最小；参数在±5 %间变化时，de对参数v和D 的敏感度较接近，对σ 2
R 的敏感度最小，参数变化范围

超出在±5%后，de对参数v的敏感度急剧增大。在正向模拟计算时，包含v的对流计算越能准确反映实

际的溶质迁移情况，弥散迁移项就会越小［20］，这说明准确的v在正向溶质迁移计算中是十分重要的。

图 9 实际平均流速对 r及 de的影响
图 10 不同 v值对应的计算浓度排放曲线与真实排放曲线对比

（注：为使图形清晰，仅显示 t∈[90，250]内的浓度排放曲线。）

图 11 r和 de对σ 2
R 、D、v的敏感度

|
|r敏

感
度

|
|de

敏
感

度
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溯源问题是典型的逆问题，重要因素的微小变化会引起计算结果产生较大的差异，因此r 和de对v最
敏感，v是影响溯源效果的重要因素。

5 结论

（1）观测点提供的浓度信息越能准确地反映观测时刻污染物浓度的分布，根据这些浓度信息得

到的溯源效果越好。设置观测点数量与位置的最终目的都是为了尽可能地准确反映观测时刻污染

物浓度的分布。（2）σ 2
R 介于 10-12 与 10-3.5 之间时，观测值 z 的测量误差的数量级介于 10-6 与 10-3.5 之

间，该方法在这一误差范围内能够取得较好的溯源结果。（3）水动力弥散系数D 的变化量在-10 %与

5 %之内时，反演出的排放曲线与真实排放曲线较为一致，溯源结果较好。（4）实际平均流速v 的变

化量在±2 %间时，反演出的污染物排放过程与真实排放过程在曲线的变化上相似度较高，溯源结果

较好。（5）D 和v是影响地质统计学方法溯源效果的内因，浓度测量误差影响地质统计学方法溯源效果

的外因，溯源结果对D 和v最敏感，D 和v是影响溯源效果的关键因素。（6）研究成果对提高地质统计

学溯源效果，准确判定地下水污染源，有效控制和防治地下水污染有重要应用价值。
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Application and sensitivity analysis of geostatistical
approach to groundwater pollution source identification

LONG Yuqiao1，2，3，CUI Tingting1，2，LI Wei1，2，Wu Chunyong1，3，LI Yange1

（1. Department of Hydrology and Water Resources，Nanjing Hydraulic Research Institute，Nanjing 210029，China；

2. State Key Laboratory of Hydrology-Water Resources and Hydraulic Engineering，Nanjing 210098，China；

3. Nanjing R&D Tech Group Co.，Ltd.，Nanjing 210029，China）

Abstract： To identifying the groundwater pollution source， a geostatistical approach is applied on the
groundwater pollution identification （PSI） in a 1D homogeneous aquifer. Numerical test is employed to ana⁃
lyze the impact of observation point configuration on the PSI and the sensitivity analysis of pollution concen⁃
tration observation error and model parameters. It is found out that if concentration observation data could
precisely describe the real concentration distribution at the observed time point， a nice identification of the
pollution discharge process could be obtained. If the calculated pollution discharge process is similar with
the real discharge process， the dimension of the observation error is between 10-6 and 10-3.5， the dispersion
coefficient varies between -10 % and 5 %，and the actual mean velocity varies between ±2 %. In the nu⁃
merical case， the geostatistical approach shows a good performance for identifying the contaminant release
process. Comparing to the observation error of concentration， the influence of dispersion coefficient and actu⁃
al mean velocity are more outstanding in this case.
Keywords：geostatistical；groundwater；pollution；identification；sensitivity
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