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加劲环钢管均匀外压弹性屈曲解的对比分析
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摘要：加劲环钢管广泛应用于水利水电等工程领域，其外压稳定性是关注的重点问题。针对受均匀外压作用的加

劲环管的弹性屈曲解进行了分析，将加劲环管的屈曲外压求解归结为非线性整数规划问题。详细比较了加劲环管

的屈曲外压计算的精确式和近似式，证明目前设计所采用的近似式给出的临界压力总是比精确式给出的小，是更

为保守的。以屈曲外压计算的精确式和设计采用的近似式为基础，推导了加劲环临界间距的表达式，从而明确了

屈曲外压计算公式的适用范围，因考虑了管道的厚径比的影响，与现有文献的结果相比更为合理。对不同加劲环

间距和加劲环约束程度的钢管进行了弹性屈曲有限元分析，利用所得的临界外压值详细考察了屈曲外压解析解的

适用性和精度，进一步证明解析解和设计规范的公式都是偏于安全的，实际加劲环钢管的临界外压相比理想加劲

环钢管都有不同程度的提高。
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1 研究背景

露天或埋藏式的压力钢管广泛应用于水利水电等工程中［1-4］，其管壁都很薄，尤其是高强钢钢

管，太厚则卷板容易造成塑性变形进入强化阶段，塑性损失大，若因厚板焊接的焊接残余应力较

大，还要进行消除应力的热处理。在停机、检修的放空工况下，受管外大气压力或外水压力作用

下，钢管的稳定性成为重点考虑的问题。对钢管进行环向加强可能比单纯增加管厚更有效，也更节

约钢材。

压力钢管外压屈曲的环向预防措施通常采用加劲环。加劲环是管道上沿圆周方向设置的局部加

劲部件，可用钢板、角钢、T形钢或槽钢等沿管环向焊接而成。与无加劲环的光面管道相比，带加劲

环的薄钢管的外压屈曲具有不同的特点［5］。加劲环的存在使管壁的屈曲变形受到阻碍，波数增多，波

幅减小，单凭直觉确定加劲环管的屈曲变形是比较困难的。

加劲环间管道可模型化为两端受约束的圆柱壳［6］。研究两端受约束的圆柱薄壳的外压屈曲在管

道、压力容器等设计中也尤为重要。在进行理论分析时，加劲环通常被假定为对环平面外没有刚

性，只对环平面内的变形有刚性。加劲环对管道全部作用可以通过数值仿真或试验来揭示。

理论研究［6-8］表明，加劲环的间距对增强效果影响显著，当加劲环相距很远，加劲环对较远处的

管壁不施加显著影响，此时加劲环管与光面管具有相近的屈曲压力。两端受约束的圆柱薄壳有一个

临界长度［7，9-11］，再长就跟无限长圆柱薄壳的屈曲问题一样了，因此加劲环管也具有一个可忽略加劲
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环的最小环间距值，可称为临界间距。水电站压力钢管外压稳定设计的基础依然是这些理论分析成

果。数值方法［12-14］或试验方法［9，15-18］能考虑更为复杂的加劲环管道的外压屈曲问题，如可考虑管道的

初始缺陷、管道与加劲环的相互作用和管壁与管外混凝土间的初始缝隙等，则更接近实际情况。

均匀外压作用下加劲环管的屈曲临界压力的精确解析表达式比较复杂，出于不同的考虑对其简

化是必要的，我国水电站加劲环钢管设计就是利用了简化后的表达式。弄清简化式与精确解的差

别，对设计规范的安全裕度做到心中有数也是必要的，而且辅以计算机更为复杂些的设计表达式已

不再是一个问题。此外，利用有限元精细计算，考察这些精确的或近似的解析解与实际加劲环钢管

的屈曲临界压力的差别，能更准确地确定加劲环管的设计安全系数。

2 均匀外压作用下加劲环钢管的屈曲分析

2.1 临界外压的解析计算 一段圆柱薄壳（例如半径 r 与壁厚 t 之比 r/t >10）受均匀径向外压作用，其

两端面简支，端部径向变形受到约束从而保持端部的初始圆形，端部的轴向变形和转角不受限制，

则关于该段圆柱壳的弹性屈曲外压，有以下著名的Mises解［6］：
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式中：E、μ分别为圆柱壳的弹性模量和 Poisson比； l为圆柱壳的长度；n 为圆柱壳屈曲时在整个圆周

条带里的波数。根据式（1），上述圆柱壳在外压下的稳定取决于材料物理力学性质，也决定于其长径

比和厚径比，屈曲外压与弹性模量的单位相同。将薄壁圆管的加劲环理想化为上述简支座，即认为

理想化的加劲环只约束加劲环处的径向变形保持该处为初始圆形，不限制管壁的倾斜，则式（1）就是

加劲环间管的弹性屈曲外压公式。

式（1）是理论上的精确解，为了更便于应用，可对其进行简化。例如，一个被我国设计规范［1］所

采用的近似表达式为：
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又如，文献［10］给出、被文献［19］采用的近似表达式为：

p3 = E
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式（1）可写成［10］
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其中：a1= b（2-b）/（1-b）2，a2=（3+μ）b+（1-μ2）b2，a3=（1+μ）b-（1+μ+μ2）b2-（1+μ）（1+μ2）b3+μ（1+μ）2b4，

b=1/［n2l2/（π2r2）+1］。

式（2）是在式（4）中令 a1= 2b，a2=（3+μ）b，a3=（1+μ）b，即忽略含有 b 的 1 次以上的项而得到的。

式（3）也出于同样考虑，但略微减小了第 2项中的分母。式（4）看似简单，但参数 a1、a2和 a3意义不明
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确，和式（4）同时都含有变量 n 和 l/r。
可以设想，加劲环相距过远，不能有效约束管的屈曲变形，屈曲波形与光面管的接近，有 2个屈

曲波。特别地，当环间距 l → ∞时，n=2，则式（1）—式（3）均可化为光面管的屈曲临界外压公式，即［1，11］：

p0 = E
4( )1 - μ 2

t 3

r 3 （5）
加劲环管的弹性屈曲临界外压即由式（1）、式（2）或式（3）给出的 pi（i = 1，2，3）的最小值。在管

的材料和几何参数给定后，pi仅是波数 n的函数。此时临界外压的求解就成为了一个非线性整数规划问

题，即：

min pi ( )n = pi ( )|n { }E，μ；r，t，l ，n ≥ 2，为自然数 （6）
可先解与此整数规划问题对应的松弛问题，将所得到的 n 化为最接近的自然数，再求出与此自然

数对应的外压值。通常可枚举试算或利用在一定实用区间的表达式或图表［1］。

2.2 屈曲外压公式的差别分析 式（2）减去式（1），可得：
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注意到 0< μ <0.5，n≥2，容易验证式（7）的大括号中关于 l/（πr）的多项式的系数均为正，于是可

知 p2 < p1。
式（3）与式（1）之差为：
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在式（8）中，同理容易验证大括号中关于 l/（πr）的多项式的系数均为正，但是因子 n2l 2/（π 2r2）-1的

符号取决于环间距 l。当 l > πr/n 时，p3 > p1。当 l < πr/n 时，p3 < p1。
式（3）与（2）式相减，得：

p3 - p2 = E
6( )1 - μ 2

2n 2 - 1 - μ
n 4 l 4
π4 r 4 - 1

t 3

r 3 （9）

显然，l > πr/n 时，p2< p3；l < πr/n 时，p2 > p3。
当波数 n 增多时，式（7）和式（8）均表明，近似的式（2）和式（3）与精确式（1）的差别会缩小，而根

据式（9），式（2）和式（3）的差别也会缩小。

近似式（2）总是无条件地比精确解式（1）小，在设计上更为保守，形式也比较简洁，因此被我国

规范采用，以下主要针对式（1）和式（2）进行分析。在通常的环间距情况下，式（3）比式（1）大，当然

也比式（2）大。只有在管道上的加劲环很密集的情况下，式（3）会比式（2）还要小，自然也比式（1）小。

长期以来，加劲环式钢管屈曲外压不同计算公式的上述差别被忽略，分析它们的差别有一定的

意义，例如工程设计中可采用式（2），不宜采用式（3），但作为有限元等数值方法的检验［12］则是不妥

的，应当利用式（1）。

近似解的精度分析，如式（2）和式（3）哪一个更接近精确解（1），从式（7）和式（8）知是十分困难

的，可以通过有限元法结果加以验证。

2.3 加劲环临界间距的确定 当加劲环的间距大到一定程度，对管的外压屈曲的影响变弱，加劲环

—— 879



管的屈曲变形与光面管的接近，用式（1）—式（3）得到的屈曲临界外压与式（5）算出的区别很小，这样

的间距可认为是加劲环的临界间距。在临界间距范围内，需要考虑加劲环对管的外压稳定性的增强

作用，否则可按光面管处理，由此造成的误差可忽略不计。

加劲环的临界间距 l0的取值并无定论。Southwell［7］根据很不准确的屈曲外压公式的分析并取 Pois⁃
son比μ= 0.3后得到 l0/r = 3.85（r/t）1/2，而 l0/r =4.90（r/t）1/2是 Cook［9］的试验结论并被文献［11］采用。

加劲环的临界长度不仅取决于管径和管厚，应当还和忽视加劲环而采用光面管临界外压公式的

容许误差有关。参照文献［7，9］，设加劲环的临界间距相对值为：

l0
r

= k r
t

（10）
这样只需确定乘子 k即可。

用式（10）的 l0 替代式（1）中的 l 计算 p1，此即意味着管的屈曲波数 n=2。假设 p1 与式（5）所得

p0（< p1）的相对误差为 5 %，即（p1-p0）/p0=0.05，此式与弹性模量 E 无关，仅与 Poisson比μ有关，可令

μ= 0.3。经过化简整理，可得到确定 k的方程为：
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r 5 k 2 - 8023.17 t 6

r 6 = 0
（11）

给定 t/r，由多项式方程（11）可解得 12个根，仅取其中唯一的正实数根。从式（11）可发现，当 t/
r →0时，方程趋于 k4-147.74 = 0，亦即对于 t/r很小的钢管，k 十分接近于 3.4864。式（11）在一些薄壁

管 t/r 下的 k 值列于表 1，此 t/r范围已能包括水电站压力钢管的厚径比［20］。

表 1的结果可拟合成下式：

k = 3.4864 + 9.492æ
è

ö
ø

r
t

-1.048

（12）

r/t
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

k

4.3393
3.8928
3.7515
3.6829
3.6424
3.6157
3.5968
3.5827
3.5718
3.5631

r/t
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

k

3.5561
3.5502
3.5452
3.5409
3.5373
3.5341
3.5312
3.5287
3.5265
3.5244

r/t
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300

k

3.5226
3.5209
3.5194
3.5180
3.5168
3.5156
3.5145
3.5135
3.5125
3.5117

r/t
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400

k

3.5108
3.5101
3.5094
3.5087
3.5080
3.5074
3.5069
3.5063
3.5058
3.5053

表 1 式（11）的解 k

与得到式（11）同理，令 n=2， μ =0.3，将式（2）的 l换以式（10）的 l0，按所得 p2和式（5）所得 p0相差

不超过 0.05p0的原则，可得以下确定 k的方程：

k 4 - 105.28 t
r

k 2 - 147.74 - 265.85 t 2

r 2 = 0 （13）
式（13）在水电站工程常见的 r/t下的解列于表 2，式（14）是对表中数据的拟合。

k = 3.4864 + 8.962æ
è
ç

ö
ø
÷

r
t

-1.036
（14）

表 1和表 2的数据点，以及式（12）和式（14）给出的曲线，都描绘在图 1中。从图 1看到，精确式

（1）和近似式（2）所确定的加劲环临界间距，其数据点相差甚微，曲线异常接近，说明两式所对应的

加劲环临界间距差别很小，可以统一给出。
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经过对数字的圆整化，本文建议加劲环临界间距

式（10）中的 k按下式确定：

k = 3.5 + 8.5 t
r

（15）
式（15）的曲线也表示在图 1 中，它位于上述所有

数据点和曲线的上部，在 5 %容差的基础上又保守了一

些。利用式（15）来确定临界间距，比前述 k=3.85［7］或

4.90［9］一刀切的办法，进一步计及厚径比的影响，又趋

合理，所采用的方法和原则对其他材料（Poisson比不同

于 0.3）的管道也是适用的。

加劲环的临界间距不同于加劲环的等效翼缘宽度［20］，

通常较大。例如，如果管的 r/t=100，即便按照式（15）和

式（10），临界间距 l0也可达 35.85r，远比加劲环的实际设

置间距［20］大。由此看来，在实际水电站工程中，压力

钢管的加劲环对其外压稳定均有帮助，优化加劲环的

间距必要的。

3 均匀外压作用下加劲环钢管的屈曲分析精度

3.1 解析计算公式的精度分析 设一段钢管半径 r=1.5 m，壁厚 t=1 cm，两端设置加劲环，间距为 l=
1.5 m。钢材的弹性模量 E=206 GPa，Poisson比 μ=0.3。容易验证，加劲环间距小于式（15）给出的临界

间距 65 m，因此有必要考虑加劲环的影响。

对此钢管，利用式（1）、式（2）或式（3）即可算出不同屈曲波数所对应的屈曲外压，或者直接求解

相应的非线性整数规划问题（式（6）），可直接得到弹性失稳时的临界外压及其屈曲波数。而用有限元

法做特征值屈曲分析，可获得各阶屈曲外压，还能够直观显示相应的屈曲模态。

计算采用有限元软件 Abaqus。在特征值屈曲计算中，边界条件是相对于屈曲过程中的增量位

移，而不是屈曲前由作用力引起的总位移而定义的。因此，边界条件可以为：管两端的径向位移为

零，中段的圆周上轴向位移为零。采用 4节点曲壳单元 S4R，这种单元可用于薄壳或厚壳结构建模，

采用减缩积分方式，包含沙漏模式控制，容许有限薄膜应变。划分单元时最大尺寸为 0.02 m，共划

分 34 854个单元。网格剖分很密，是为了保证有限元计算结果较为可信，可与解析计算相互参照。

钢管的第 1阶屈曲模态见图 2，为轴向半个波、周向 9个波。图 2（c）还显示，管端不再位于一个

平面内，出现了交错鼓起翘曲。前 9阶屈曲外压和波数列于表 3，相应的解析计算值也同时列出。图

3为根据表 3数据所绘局部放大图，描绘了屈曲外压随屈曲波数的变化。

r/t
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

k

4.3139
3.8852
3.7480
3.6808
3.6411
3.6148
3.5961
3.5822
3.5714
3.5628

r/t
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

k

3.5558
3.5499
3.5450
3.5408
3.5371
3.5339
3.5311
3.5286
3.5264
3.5243

r/t
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300

k

3.5225
3.5209
3.5194
3.5180
3.5167
3.5155
3.5145
3.5134
3.5125
3.5116

r/t
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400

k

3.5108
3.5100
3.5093
3.5086
3.5080
3.5074
3.5068
3.5063
3.5058
3.5053

表 2 式（13）的解 k

图 1 加劲环临界间距 l0=kr（r/t）1/2的乘子 k
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表 3和图 3表明，有限元解与精确式（1）的解最为

接近，说明本文改写成的表达式正确无误；式（3）比

式（2）更接近于精确解，而且屈曲波数越大，其差别

越小，也越准确。通过比较再次验证了通常情况下，

精确解式（1）大于近似解式（2）、小于近似解式（3）。

考虑增大加劲环间距， l=3 m，其他条件均不

变。按同样的单元划分标准，共划分 70 650个 S4R单

元。表 4给出前 9阶屈曲的计算结果以及相应的解析

解。近似解与精确解的大小关系以及接近程度等的规

律依然与前相同，不同的是因为环间距的增大，屈曲

压力显著降低，而且在第 9 阶屈曲时，当外压为

870.15 kPa时的屈曲模态不再是沿轴向半个波，而是

1个完整的波，管中段圆周成为 2个半波间的节圆（见

图 4），此时解析解已不再适用。

3.2 实际加劲环钢管的解析解与有限元解的比较

实际的加劲环除具有较大径向刚度以实现抵抗径向变形的功能外，在管轴方向也有一定的抗弯刚

度，而且由于管道较长，加劲环自身沿管道轴向的变形为零或几乎为零。这样，水电站等工程中的

管道，在加劲环等处的位移和转角都会受到某种阻碍，与加劲环仅限制管的径向位移的标准情况不

完全一致，其弹性屈曲很难完全用解析方法分析。

以下考虑 3种依次加强的加劲环约束：（1）约束 A，一端约束径向位移，另一端约束径向位移和

轴向位移；（2）约束 B，两端均约束径向位移和轴向位移；（3）约束 C，两端均施加固端约束，限制所

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

波数

9
10
11
8
12
13
7
14
15

精确式（1）

766.10
780.53
850.19
859.42
952.51
1077.11
1193.16
1218.92
1375.34

有限元法

屈曲外压

763.62
777.82
847.32
857.36
949.56
1074.17
1192.56
1216.12
1372.82

相对误差

-0.32%
-0.35%
-0.34%
-0.24%
-0.31%
-0.27%
-0.05%
-0.23%
-0.18%

近似式（2）
屈曲外压

747.23
765.07
837.29
835.89
941.60
1067.76
1163.09
1210.83
1368.26

相对误差

-2.46%
-1.98%
-1.52%
-2.74%
-1.15%
-0.87%
-2.52%
-0.66%
-0.51%

近似式（3）
屈曲外压

774.30
786.92
855.31
870.40
956.72
1080.64
1208.80
1221.93
1377.93

相对误差

1.07%
0.82%
0.60%
1.28%
0.44%
0.33%
1.31%
0.25%
0.19%

表 3 加劲环钢管的屈曲外压 （单位：kPa）

图 3 不同屈曲波数对应的加劲环钢管的屈曲外压

图 2 加劲环钢管的屈曲模态
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表 4 加劲环间距增大后钢管的屈曲外压

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

波数

7
6
8
9
10
5
11
12

精确式（1）

362.01
385.19
410.04
489.96
589.16
624.31
703.03
829.72

有限元法

屈曲外压

362.17
385.59
410.22
490.27
589.69
626.36
703.91
831.07
870.15

相对误差

0.04%
0.10%
0.04%
0.06%
0.09%
0.33%
0.13%
0.16%

近似式（2）
屈曲外压

359.97
382.42
408.47
488.71
588.15
620.35
702.19
829.02

相对误差

-0.56%
-0.72%
-0.38%
-0.26%
-0.17%
-0.63%
-0.12%
-0.08%

近似式（3）
屈曲外压

362.71
386.15
410.57
490.38
589.50
625.71
703.31
829.96

相对误差

0.19%
0.25%
0.13%
0.09%
0.06%
0.22%
0.04%
0.03%

（单位：kPa）

图 4 加劲环钢管的具有 2个轴向半波的屈曲模态

（a） 轴向视图 （b） 轴测视图

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

式（1）
766.10
780.53
850.19
859.42
952.51

1077.11
1193.16
1218.92

约束 A
868.61
905.90
907.23
990.43

1087.42
1102.92
1236.90
1388.19

约束 B
947.82
955.52

1018.64
1032.90
1117.99
1243.25
1287.45
1388.69

约束 C
996.25
999.05

1052.45
1100.30
1147.16
1269.28
1380.24
1412.55

表 5 钢管在加劲环不同约束下的屈曲外压 （单位：kPa）

有位移和转角。水电站中，靠近伸缩节处的加劲环约束比较接近于约束 A，镇墩与厂房混凝土墙对钢

管的约束比较接近于约束 C，长钢管上的加劲环在管道屈曲时不会沿轴向移动，适合用约束 B模拟。

以前述钢管为例，加劲环间距 l=1.5 m，利用有限元法计算在 3种加劲环约束下的屈曲外压，并

与理论解作对比。理论解可通过式（1）相应的非线性整数规划问题解得。

表 5给出了钢管在不同加劲环约束下的前 8阶屈曲外压。从表 5可见，加劲环约束的增强提高了

钢管各阶的屈曲外压包括临界屈曲外压，约束越强则屈曲外压越高。

表 6给出了不同环间距的钢管在不同约束下的临界外压及其提高程度，其中包括水电站常见的加

劲环间距如 l/r=0.5~5.0。由表 6可知，实际水电站压力钢管的临界外压，比按式（1）的估计值高出不

少。例如，按最为常见的约束 B、 l/r 为 1~2考虑，可比按式（1）的设计高 20 %~30 %，加劲环较密时

提高率相对较低，加劲环较疏时提高率还要更高。钢管端面在约束 B或约束 C下始终处在同一平面，
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文献［13］的有翘曲是不符合实际的。

任何超过标准约束的加固都提供了额外的安全度。因此，就水电站的实际情况而言，精确式（1）
已经是偏于安全的，规范采用的式（2）就更加保守了。

4 结论

本文分析了加劲环管均匀外压弹性屈曲压力公式，对其精确式与简化式做了比较，推导了加劲

环的临界间距，考察了临界压力解析解与有限元解的偏差。主要结论有：（1）加劲环管均匀外压弹性

屈曲压力公式是临界压力解析求解的基础，决定了临界压力值的精确程度，其简化式给出临界外压

的近似解。我国水电站加劲环压力钢管设计采用的简化式给出的临界外压小于精确解，这是在设计

中需要明确的。（2）屈曲外压公式仅考虑加劲环的径向约束作用，与加劲环管的工程实际不完全相

符，给出的屈曲临界外压均偏小，完全依靠解析解进行设计是保守的，我国水电站加劲环钢管设计

则更加保守，这也是需要明确的。加劲环管的外压稳定性分析和设计可辅以有限元法等更接近实际

的方法，以考虑实际加劲环的嵌固作用。（3）当加劲环的间距过大以至超过临界间距时，加劲环管可

按光面管分析其外压稳定性。临界间距应综合考虑管道厚径比的影响，按式（10）和式（15）估计是比

较合理和稳妥的。水利水电等工程中管道上的加劲环间距均较密，小于临界间距，加劲环对管的外

压稳定性的作用都很显著，不能忽略。
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Comparative analysis of the elastic buckling solutions for ring-stiffened steel pipes under
uniform external pressure

QI Wenbiao1，ZHANG Ming2，ZHENG Shuangling2，LI Guodong2，3，MA Jiming2

（1. Jilin Province Water Resource and Hydropower Consultative Company，Changchun 130021，China；

2. State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China；

3. Transportation Institute，Inner Mongolia University，Hohhot 010070，China）

Abstract：Ring-stiffened pipes are widely applied in water conservancy， hydroelectric and other engineer⁃
ing and their stability under external pressure is the key issue of concern. The estimation for the elastic
buckling pressure of a ring-stiffened pipe subjected to uniform lateral external pressure was discussed， and
solving the critical pressure was formulated as a nonlinear integer programming problem. The equations for
analytically evaluating the buckling pressure， including exact one and simplified ones，were compared in de⁃
tail，which proved that the simplified equation adopted in the current steel pipe design gives lower critical
external pressure and is very conservative. Based on the exact equation and the design adopted equation for
buckling pressure， the critical spacing between stiffening rings was deduced to clarify the applicable range
of these equations. The critical spacing is much more reasonable in comparison with the existing counter⁃
parts because of the incorporation of the ratio of thickness to radius. The finite element analysis was car⁃
ried out for the elastic buckling of the steel pipes with different spacing and different constraints of stiffen⁃
ing rings. By using the critical pressures obtained， the applicability and precision of the equations for buck⁃
ling pressure were examinde comprehensively. The comparisons show that both the analytical solution and
the design used solution for buckling pressure are conservative and overly safe， and that the critical pres⁃
sure of actual ring-stiffened pipes increases to some extent in comparison with ideal ring-stiffened pipes.
Keywords：penstock；stiffening ring；cylindrical shell；elastic buckling；critical pressure
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