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泥沙运动统计理论前沿研究成果

韩其为
（中国水利水电科学研究院 流域水循环模拟与调控国家重点实验室，北京 100038）

摘要：本文是作者数十年来以力学和概率论相结合的途径，广泛、深入研究泥沙运动统计理论的主要成果。其中

包括泥沙运动的概化模式；单颗泥沙运动力学及统计规律；床面泥沙 4种状态之间的转移概率及交换强度；不同

状态之间的多种输沙率（而不是现有的两种）研究；泥沙起动规律及起动流速；从理论上导出的床面泥沙的边界条

件；一维不平衡输沙规律及相应的数学模型；推移质与床沙和悬沙同时交换的不平衡输沙；床沙冲刷粗化与交换

粗化规律；推移质点源、线源及退化面源扩散。另外，文中还给出了由泥沙运动统计理论带动的泥沙研究领域其

他成果，如挟沙能力级配及有效床沙级配、粗细泥沙交换、挟沙能力多值性以及黄河高含沙量时的“揭底冲刷”。
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1 研究背景

泥沙运动统计理论是指利用流体力学、河流动力学及概率论、随机过程相结合的途径来深入研

究泥沙运动。最早在推移质扩散中引进概率论方法的是 A. H. Einstein［1］，他研究了沙子在水槽中沿程

和随时间的扩散，得到了分布函数，但由于两个参数无法确定，加之未与泥沙运动热点——起动与

推移质联系起来，在欧美 30年内未引起反响。后来放射性示踪技术的发展，结合试验，该扩散问题

才被重新研究［2］，但始终未越出 Einstein的框框而逐渐停滞。由于没有和力学及泥沙运动联系起来，

而且开辟的研究内容太窄，始终缺乏推动力。后来 Einstein［3］做了根本改变，初步采用了力学与概率

论相结合的方法，但他是以力学方法为主研究推移质运动，给出的结果中，除提出交换外，仅引进

了起动概率。他这次的成果却引起了强烈反响，到目前为止仍有跟随研究，其影响长期不衰。这不

仅得益于采用了力学与概率论相结合的方式，而且抓住了泥沙运动与工程泥沙所关心的问题。之

后，欧美、日本及前苏联也沿着这个方向进行，成了 1950年代以后泥沙运动理论研究的主流。不足

的是，研究内容仍基本限于泥沙跳跃、推移质输沙率及推移质扩散分布。可见，从国外研究情况

看，由于范围窄，深度浅，力学与概率论相结合的研究方式还远达不到泥沙运动统计理论，只能算

为它的起步。

我国学者起步也早，窦国仁［4］1965年即发表了推移质跳跃运动及输沙率的理论研究。韩其为［2］

1984年也开始了利用概率论随机过程与力学相结合的方式开展长期深入研究。孙志林［5］也开始了这

方面的某些研究。尚需说明的是，近 10多年来国外也有利用随机过程研究泥沙运动的极少数论文，

但是仅针对输沙率，而且多限于推移质，并且还要借助于经验成果，故暂不提及。前后经过 50余年

的不断深入研究，本项目已建立了泥沙运动统计理论体系，不仅单独研究了一些课题，而且涉及到
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目前已有的泥沙运动理论的补充、提升和改造，同时开辟了很多新的领域，完成了大量创新，使泥

沙运动统计理论成为泥沙运动的一个分支。下面对这项成果的主要部分予以介绍。

2 泥沙运动统计理论前沿研究成果

2.1 泥沙运动的概化图形［2，6-7］ 泥沙运动共有 4种状态：静止、滚动（滑动）、跳跃与悬浮。前 3种运

动的泥沙集中在床面层（跳跃高以下），悬移常常冲出床面层，上升至悬浮高 ym ≤ H。这 4种运动在

确定条件下满足力学方程。在条件不确定时，它们的运动是随机的。影响颗粒运动随机有 3个方面：

底部水流速度（纵向底速Vb 、竖向底速Vb.y ）、颗粒在床面位置（暴露度）Δ′ 以及泥沙级配 Pl 。底速的

分布为正态分布，Δ为均匀分布（对于均匀沙）或不均匀分布，级配为已知的经验分布。当这三方面的

随机变量取确定值，则运动满足相应的力学方程，是确定的；否则是随机的，但是可以求出其数学

期望。

2.2 单颗泥沙运动力学及统计规律［2-9］

（1）3种运动泥沙（滚、跳、悬）统一的升降过程。泥沙由床面起动后，上升一定的高度（跳跃高或

悬浮高）或完成一个起动过程（滚动），则开始下降，直至床面。在上升至最高点后下降至床面的两个

床面接触点之间的运动称为一个单步，两个在床面停留点之间的运动称为一个单次。单次运动由若

干单步运动组成。

（2）对滚动又分为前半步（接触滚动）和后半步（自由运动）。建立了前半步滚动的 5种力学方程和

后半步的 1种方程。已求出它们的分析解和有关运动参数以及数学期望。对滚动的研究，过去几乎是

空白，本研究予以填补。

（3）跳跃运动力学及统计规律。①研究了碰撞后产生的速度方程，从理论上证实了未得到共识的

离散力，这里予以澄清。②建立了竖向运动第 1阶段 3种情况的 3种方程，第 2阶段、第 3阶段各一种

方程，纵向运动 1种方程，求出了这些方程的分析解，以及有关脱离床面时间、跳跃高度、长度和速

度等数学期望。并用一些试验资料进行了验证。在已有的跳跃研究中多为抓住一个环节进行，本项

研究则将这些研究联系进行，得到了跳跃全过程较为完整统一的理论结果。

（4）悬浮颗粒运动涉及到一系列参数，包括上升与下降速度、水流的作用流量、流速分布与含沙

量分布和跳跃高及其分布等等。特别是其中的跳跃高度是一个全新的概念，它与含沙量分布一一对

应。而颗粒脱离床面时间与紊动猝发周期有关。

2.3 床面泥沙交换强度［9-12］

（1）提出了床面泥沙改变状态的基本概率，即起动概率 ε0 、止动概率 1 - ε0 、由静起跳概率

ε2.0 、由动起跳概率 ε2 、悬浮概率 ε4 和起悬概率 β ，以及由这 6种基本概率推出的其他 10种概率，

而组成 4 ´ 4 方阵，即转移概率矩阵，见式（1）。
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( )1 - ε0.l ( )1 - ε4.l ( )ε0.l - ε2.l ( )1 - ε4.l ε2.l ( )1 - ε4.l ε4.l

（1）

（2）对于马尔科夫链，上述转移矩阵能完全确定其随机特性，从而得到泥沙在床面 4种状态的状

态概率（见表 1）。

（3）床面泥沙交换强度。如果进一步考虑泥沙在维持一种状态需要一定的时间，则可得到泥沙交

换的 16种交换强度。其中 4种是维持原状态的强度。而其余 12种是不同状态之间的交换转移强度。

—— 1041



ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

λ̄1.2.1 = ( )ε1.l - ε2.0.l ( )1 - βl R1.l P1.l
n0
t2.0.l

，

λ̄1.3.l = ε2.0.l ( )1 - βl R1.l P1.l
n0
t3.0.l

，

λ̄1.4.l = βl R1.l P1.l
n0
t4.0.l

，

λ̄2.1.l = ( )1 - ε0l ( )1 - ε4.l K̄2.l μ2.l U2.l
λ̄2.3.l = ε2.l ( )1 - ε4.l K̄2.l μ2.l U2.l
λ̄2.4.l = ε4.l K̄2.l μ2.l U2.l，
λ̄3.1.l = ( )1 - ε0.l ( )1 - ε4.l K̄3.l μ3.l U3.l ( )l = 1，2，…，n

λ̄3.2.l = ( )ε0.l - ε2.l ( )1 - ε4.l K̄3.l μ3.l U3.l
λ̄3.4.l = ε4.l K̄3.l μ3.l U3.l
λ̄4.1.l = ( )1 - ε0.l ( )1 - ε4.l K̄4.l μ4.l U4.l
λ̄4.2.l = ( )ε0.l - ε2.l ( )1 - ε4.l K̄4.l μ4.l U4.l
λ̄4.3.l = ε2.l ( )1 - ε4.l K̄4.l μ4.l U4.l

（2）

式中： λ̄为交换转移强度， λ̄第 1下标为原状态，第 2下标为转移后的状态，下标“l”为粒径组；P1.l 为
床沙级配；R1.l为床面泥沙处于静止的概率； μ为单步距离，第 1下标表示它的状态；U 为平均运动速

度，第 1下标表示其状态；Kil 为处于 i种运动颗数；n为床面泥沙总颗数；t3.0.l 及t4.0.l 为跳跃颗粒和悬

浮颗粒在床面运动的时间。

2.4 多种输沙能力揭示及表达［10-13］

（1）由交换强度中的 λ1.3.l = λ3.1.l 可简单的导出推移质跳跃输沙率，它可以涵盖数种推移质输沙率

公式，包括最著名、影响最大的 A.H.Einstein公式。而且由交换强度还可导出滚动输沙率公式，包括

滚动加跳跃的推移质输沙率公式，以及它们的比值。

（2）由与悬浮有关的参数，包括 λ1.4.l 及 λ4.1.l 共有 27个公式和参数组成，求解后可得出新的强平

衡条件下挟沙能力公式。它是目前考虑因素最多、机理阐述最清楚的挟沙能力公式。与大量实际资

料符合较好，并且在一定范围内能概括目前国内流行的张瑞瑾公式、维里卡诺夫公式以及韩其为以

前在数学模型中使用的两个公式。特别是对目前最有名、最权威的 Einstein挟沙能力公式，能从理论

上全面修正，包括上举力正态分布改为底部流速的正态分布；推移质单步长度不是 L = 100D ；底部

悬移质含沙量并不等于推移质平均含沙量，而它们的比值是变化的；推移质跳跃高不是 2D ；推移质

与床沙交换的时间不是 D ω ，而决定于起动周期，或紊流猝发周期。笔者不仅吸收他思路的正确部

分，而且较早（1984年）地指出了他研究的不足和问题，并给出了正确的代替。

Vb/ω0

0.2238
0.2984
0.4476
1.2682
1.4920
2.0142
3.4316
4.9982
6.7886

4种状态

R1
1

0.999998
0.996147
0.274234
0.172292
0.073887
0.020517
0.010331
0.006705

R2
1.8E-11
1.94E-06
0.003853
0.422378
0.347545
0.174337
0.035082
0.011930
0.005495

R3
0

1.74E-17
1.72E-07
0.296445
0.461906
0.691086
0.762777
0.711500
0.664896

R4
0
0

2E-12
0.006943
0.018257
0.060691
0.181623
0.266240
0.322904

3种状态

R1
1

0.999998
0.996147
0.274234
0.172292
0.073887
0.020517
0.010331
0.006705

R2+3
1.8E-11
1.94E-06
0.003853
0.718823
0.809451
0.865422
0.797859
0.723429
0.670391

R4
0
0

2E-12
0.006943
0.018257
0.060691
0.181623
0.266240
0.322904

表 1 状态概率的数字结果
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（3）上述按 λ1.4.l = λ4.1.l 研究悬移质与床沙交换的挟沙能力，是属于强平衡，即两种状态之间达到

平衡。其实得到 4种状态之间的 12种交换强度，不仅有多种两两之间的平衡，还有 4种状态之间的弱

平衡，即 4种状态之间的总体平衡。如悬移质与床沙、滚动和跳跃之间总体达到平衡，即：

λ1.4.l + λ2.4.l + λ3.4.l = λ4.1.l + λ4.2.l + λ4.3.l （3）
或者将交换强度代入，有：

( )1 - ε4 K4U4 μ4 =
β
t4.0

K1 + ε4K2U2 μ2 + ε4K3U3 μ3 （4）
再将一些参数的表达式代入，得到悬移质与其它 3种状态弱平衡交换时的输沙能力为：

q *
4 = 23m0γs D

R1
μ4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε4( )ε1 - ε2.0 (1 - β )

( )1 - ε4 ( )1 - ε0
1
t2.0

+
ε4ε2.0( )1 - β

( )1 - ε4 ( )1 - ε0

1
t3.0

+
β ( )1 - ε0 + ε0ε4
( )1 - ε4 ( )1 - ε0

1
t4.0

（5）
当然，若悬移质与其它 3种状态之间强平衡交换，则有 λ1.4.l = λ4.1.l 等，即：

q *
4 = 23m0γs D

R1
μ4

φ4
t4.0

（6）
此处 m0=0.4，γs为泥沙容重，φ4为悬浮运动综合概率。而上述两式均是对均匀沙举例，对非均匀

沙也有类似的结果，只是加一粒径组标号，则公式变为分组的。

（4）过去的研究只认为有两种输沙能力——推移质输沙能力和悬移质输沙能力。从上述研究看，

这种看法是很局限的，由 12种交换强度可导出 9种输沙能力。可见，交换强度能广泛、深刻地揭示

输沙能力，大大开阔了眼界。同时表明交换强度是最基本的。

2.5 泥沙起动规律及起动流速［14-16］

（1）引进 Van der Walls力导出了颗粒间黏着力，同时给出了薄膜水附加下压力的表达式，从而由

理论上建立了泥沙瞬时起动底部流速方程。

（2）建立了起动随机模型，证实了在起动阶段单步距离及起动周期符合指数分布，导出了起动流

速分布以及它的数学期望，从而得到平均起动流速公式。

（3）指出瞬时起动速度是确定的，而时均起动速度是不确定的。进而定义了方便识别的起动标

准，即相对输沙率 λk ，使起动流速观测和计算能定量进行。

（4）首次从理论上引入干容重，使起动流速公式适用于不同密实程度。

（5）本项研究着眼于泥沙起动规律，研究颇为深刻，是理论性最强的成果。澄清了没有公认起动

标准条件下，不同观测者成果为何能集中在一条拟合线上。

2.6 床面泥沙边界条件［17］

（1）床面泥沙边界条件是泥沙运动、尤其是求解扩散方程主要定解条件之一，因为它决定了冲

淤。多年来，不同学者先后提出了 6种，笔者曾在文献［1-19］中对现有的前 5种进行了讨论。它们大

多是经验的或半经验的，有的虽然有一些定量的分析，但是其中的参数是经验的。有的给出的边界

条件甚至是不合理或矛盾的。没有一个公式是由较严格的理论导出的。

（2）根据床面泥沙交换统计理论，很容易导出床面边界条件

-εy

|

|
||∂S

∂y
y = 0

- ωl Sb = ( )λ1.4.l - λ4.1.l
πγs

6 D 3
l = ωl ( )α *

l P
*
4.l S

*
l - ~α l P4.l Sl （7）

式中，等号左边为扩散方程边界条件；中间为床面泥沙交换强度；右边为恢复饱和系数 α *
l 、

~α l ，

以及由平均挟沙能力与平均含沙量之差表示的冲淤量。

（3）上述边界条件对一维就是其不平衡输沙方程，对立面二维和平面二维则是边界条件。上述方

程是笔者首次提出（1973年）。但是有的作者对上式的写法，往往不严格 ，以致误解。例如，有的写

成 αω l P4.l ( )S* - S ，有的写成 αωl ( )P *
4.l S

* - P4.l S 。笔者最早也曾采用过它们作为近似。前者隐含了

各组粒径冲淤同号；后者给出了冲淤恢复速度相同，排除了挟沙能力多值性。
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2.7 一维悬移质不平衡输沙模型研究［18-22］ 目前二维、三维水沙数学模型较为广泛流行，因此有的对

一维数学模型有所轻看。其实，一维水沙数学模型的可靠性在于泥沙部分的计算是否可靠，是否详

尽。从这一点出发，在 1970年代，笔者提出了一个一维泥沙数学模型，它不仅可以求不平衡输沙条件

下含沙量、悬移质级配、床沙冲淤及级配的耦合解，而且后来又使用了前述边界条件。该模型在国内

外是最先进的。此模型包含了含沙量及挟沙能力沿程变化，含沙量级配的沿程变化，冲淤条件床沙级配的

变化。先后经过 20余个天然河道、水库、水库下游河道及回淤区冲淤资料多方面的检验，证明符合实际。

该模型自 1970年代末开始在三峡工程论证、设计以及试运行和正常运行各阶段应用，在考虑上

游来沙减少后是符合实际的。同时该模型已在金沙江下游、长江中下游、以及稍加补充后在黄河中

下游及三门峡、小浪底水库、塔里木河和淮河等广泛使用。

2.8 推移质不平衡输沙研究［7，10］ 推移质与床沙和悬沙同时交换时不平衡输沙公式

qb.L.l =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α1.l
αl

qb.L.l +
α2.l
αl

qb.L.l =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α1.l
αl

q *
b.L.l +

α2.l
αl

q **
b.L.l +

é

ë
êê
α1.l
αl

( )qb.0.l - q *
b.0.l

+
ù

û
úú

α2.l
αl

( )qb.0.l - q **
b.0.l e -αl L +

é

ë
êê

ù

û
úú

α1.l
αl

( )q *
b.0.l - q *

b.L.l +
α2.l
αl

( )q **
b.0.l - q **

b.L.l
1

αl L
æ
è

ö
ø

1 - e αl L
（8）

推移质与床沙交换的不平衡输沙公式

q（1）
b.L.l = q *

b.L.l + ( )qb.0.l - q *
b.0.l e -α1.l L + ( )q *

b.0.l - q *
b.L.l

1
α1.l L

æ
è

ö
ø

1 - e -α1.l L （9）
推移质与悬移质交换的不平衡输沙公式

q（2）
b.L.l = q **

b.L.l + ( )qb.0.l - q **
b.0.l e α2.l L + ( )q **

b.0.l - q **
b.L.l

1
α2.l L

æ
è

ö
ø

1 - e -α2.l L （10）

若去掉权数
α1.l

α l

、
α2.l

α l

，则式（9）与式（10）之和即为式（8）。也就是说，这两式的加权平均即为式

（8）。到目前为止，推移质不平衡输沙研究仍然很少，除个别采用简单的指数函数沿程变化以及套用

悬移质扩散方程外，基本没有理论方面的成果。笔者的研究应是理论上的首次突破。同时还证明了

推移质不平衡输沙是绝对的，但恢复迅速。

2.9 床沙粗化研究［7，23］ 床沙粗化是一个较早研究的课题，但是大都偏重于经验和半经验，缺乏深

刻的理论描述。笔者曾收集了不同粗细床沙和不同宽窄范围床沙粗化的 6种形式。按这些现象用床面

泥沙交换强度，床沙粗化机理及根据就非常清楚。如推移质冲刷粗化可由 λ1.b.l - λb.1.l 来描述，悬移

质冲刷粗化可由 λ1.4.l - λ4.1.l 表达。当然如果同时考虑两种粗化，则是它们叠加。在一定简化后可以

导出这两种粗化时床沙级配变化公式。图 1为丹江口水库下游汉江黄家港至光化河段卵石挟沙级配

（属于宽级配）粗化过程。

推移质冲刷粗化与悬移质冲刷粗化的差别见图 2。图 2表明，沙质河床粗化主要靠悬移质冲刷，

而不是推移质冲刷。
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λ*=0.696床沙级配
λ*=0.748床沙级配
λ*=0.861床沙级配
λ*=0.899床沙级配
λ*=0.928床沙级配

图 1 床沙级配粗化过程（汉江黄家港-光化河段）
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与冲刷粗化并行，尚存在后面提到的交换粗化，已导出了其方程。

2.10 推移质扩散新的研究及突破［24］ 笔者补充了点源扩散中的初始状态为运动的输移分布，使点源

条件下，4种分布全部给出。

系统处理了点源、线源、退化面源不同的扩散，还包括固定参数与变动参数，忽略运动时间与

考虑运动时间，统一导出了它们的分布函数。

扩散模型的研究面很窄，基本仅限于点源，仅文献［11］涉及到线源，研究的重点是导出假定条

件少的更一般的分布函数。这种研究难以与工程泥沙问题联系起来，缺乏推动力。将点源扩大为线

源，就能与河流泥沙相联。如从初始时刻加一 P0( )t 分布于源点，则构造一个线源，可研究其在 0—x

河段的沉积分布。类似地，也可以在初始时刻加一 P0( )x 分布于河段，研究它的输移分布。这样由点

源扩散可构造 8个线源扩散，而两个线源构造一个退化面源扩散。共研究了 4种退化面源扩散（包括

初始状态为静止和运动的沉积分布与输移分布），得到了分布密度及分布函数。

此项研究完善了点源扩散，深入研究了线源和面源扩散，得到了其分布，特别是突破了多年来

扩散研究不考虑运动时间的难题。

3 开辟了新的研究领域

3.1 挟沙能力级配及有效床沙级配研究［25-27］

（1）笔者首次引进的挟沙能力级配及有效床沙级配［25］，它们是非均匀沙不平衡输沙的重要组成部

分，也是一种有效的工具。对于不平衡输沙，挟沙能力级配不能采用 P4.l ，床沙级配不能采用

P1.l.1 ，并且利用引进的挟沙能力级配及有效床沙级配可以将均匀沙的有关成果转化为非均匀沙的。

（2）对非均匀沙，挟沙能力级配及有效床沙级配可以证明有 10条特性。包括：

Kl = P1.l （一般条件） （11）

P4.l = P1.l.1
S *( )l
S *( )ω*

=

P1.l.1
ω m

l

å
P1.l.1
ω m

l

（强平衡） （12）

P1.l.1 = P4.l
S *( )ω*

S *( )l
=

P4.l ω
m
l

åP4.l ω
m
l

（强平衡） （13）
S * = K1S + K2S

*( )ω *
l = K1S + ( )1 - K1 S *( )ω *

l （不平衡） （14）
S *
l

S *( )l
=

S *
b.l

S *
b ( )l

（强平衡） （15）
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图 2 粗化层级配对比
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（3）断面挟沙能力级配及有效床沙级配的一般表达式：

S *( )ω* =

ì
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ï

ï
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（16）
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（17）
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（18）

（4）几种特殊条件下挟沙能力级配及有效床沙级配。共有 4种情况，包括来沙全部转为挟沙能力，

床沙全部可悬；来沙部分转为挟沙能力，床沙全部可悬；来沙全部转为挟沙能力，床沙部分可悬；以

及来沙部分转为挟沙能力，床沙部分可悬。其中来沙全部转为挟沙能力，床沙全部可悬，则有：

S *( )ω* = S +
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图 3 黄河花园口站在冲刷过程中挟沙能力关系
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图 4 长江新厂水文站分组含沙量与水力因素关系

（5）对水库下游河道，目前不少研究及数学模型

仍采用含沙量级配代替挟沙能力级配，结果与实际资

料差别很大（图 3（a））。但是，按式（20）、式（21）计

算，与实际资料符合较好（图 3（b）），各点均集中，也

反映了冲刷时挟沙能力略小于平衡线。在图 4中，按

分组泥沙点绘了 S *

Kl

及
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

V 3
ghωl

m

，结果不同粒径符合

同样的挟沙能力关系，即 S *

Kl

= 0.017æ
è
çç

ö

ø
÷÷

V 3
ghωl

0.92
，其中

以 m、 s、kg/m3为单位。这表明不仅证明而且统一了

床沙质、冲泻质与全沙的挟沙能力规律。这为水库中

挟沙能力研究，特别是数学模型采用全沙计算提出了理论支撑。同时为更一般的非均匀沙挟沙能力

理论研究提供了基础。

3.2 粗细泥沙交换机理及多方面影响［23，28］

（1）笔者曾在丹江口水库下游汉江发现了河床冲淤在大多数条件下都不是单向的（1980年）。这与

目前泥沙研究和数学模型计算的单向冲淤（或者全部粒径冲，或者全部粒径淤）不一致。这显然是研

究成果没有完全反映实际。在表 2中列出了河道变形（黄河）、水库下游河道冲淤（黄河、汉江、长

江）、水库变动回水区（丹江口水库）大量的冲淤资料，证实了冲淤是粗颗粒淤下，细颗粒冲起。泥沙

冲淤分为三种：明显淤积—全部粒径均淤，至少不冲；明显冲刷—全部粒径均冲，至少不淤；以及

微冲微淤。粗细泥沙交换应属于微冲微淤。

（2）研究三门峡水库对黄河下游冲刷时，有人利用二维扩散模型求解得到含沙量恢复距离为 800 m。

实际运行后，当流量在 2500 ~ 3000 m3/s时，冲刷（含沙量恢复）不是 800 m，而是直达河口，为 800 km。

有专家分析其原因是洪水漫滩后滩槽泥沙交换，引起的主槽含沙量减小而冲刷。但是这不能解释水

流不上滩的情况。

（3）利用一维不平衡输沙方程及最一般的挟沙能力方程可以从理论上证明，粗细泥沙交换是完全

能出现的。其实，明显淤积是水库淤积的一种极限；明显冲刷是水库溯源冲刷的一种极限。微冲微

淤、粗细泥沙交换才是一般现象。

（4）假设水力因素（流速 V及水深 h）沿程不变，但是床沙沿程线性变细，现已证明，此时挟沙能

力级配沿程线性变细， 1 ω*m 沿程线性加大，总挟沙能力线性增加。同时，对细颗粒， P1.l.1 > P1.l.0 ，

细沙增加；对粗颗粒， P1.l.1 < P1.l.0 ，粗颗粒减小。并且这种现象直至河口。

（a） （b）
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（5）加大了挟沙能力，改变了冲淤数量。例如，表 2中皇庄至仙桃 1980—1984年， d≥ 0.25 mm
的粗沙淤 1292万 t ， d < 0.25 mm 的细沙冲刷 15 075万 t 。由于它们的沉速比

é

ë
êê

ù

û
úú

ω ( )d≥ 0.25mm
ω ( )d < 0.25mm

0.92
=

0.0573
0.00733 = 7.82。故粗沙淤 1292万 t ，能换取细沙冲刷1292 × 7.82 = 10102万 t 。可见，在交换条件

下，河床共冲刷 15075-1292=13783 万 t ，而如果不交换则仅冲刷 15075-10102=4973 万 t 。另一个例

子是皇庄至仙桃 1974—1979 年， d < 0.10 mm 细沙冲刷 2635万 t ； d≥ 0.10 mm 粗沙淤积 1775 万 t ，

粗细合计共冲刷 860万 t。两者的平均沉速之比
é

ë
êê

ù

û
úú

ω ( )d≥ 0.10mm
ω ( )d < 0.10mm

0.92
= 0.0398

0.0022 = 18.1。可见，在交换条

件下，共冲刷 2635 万 t 细颗粒；而如果不交换，淤下的 1775万 t粗颗粒会交换 1775 × 18.1 = 32128万 t
细颗粒。可见，如果粗细颗粒不交换不发生粗颗粒淤积，则细颗粒淤积 1775 × 18.1 = 32128万 t ，加上

原有的细颗粒冲刷 2635万 t ，则细颗粒淤积 32128-2635=29493 万 t 。可见粗细泥沙交换使河床淤积

变成了河床冲刷。当然，这里未考虑水力因素变化，如果考虑，则冲淤变化不会那样大。但是对冲

淤的影响则是不能否认的。

（6）粗细泥沙交换揭示了存在另一种粗化，即交换粗化。如表 2，丹江口水库汉江下游河道 1974
年 d < 0.25 mm 泥沙冲刷 905 万 t ， d≥ 0.25 mm 淤积 152 万 t 。冲淤抵消，合计净冲刷 753 万 t 。此

时，床沙中细颗粒冲走 905 万 t ，粗颗粒 152 万 t 淤下，床沙显然发生了粗化。再如该表中丹江口水

库变动回水区 1980—1983年， d < 0.05 mm 冲刷 1701 万 t ， d≥ 0.05 mm 淤积 4446 万 t ，冲淤合计净

淤 2745 万 t 。但是，此时床沙中细颗粒减少 1701 万 t ，粗颗粒增加 4446 万 t ，显然已发生了粗化。

这是淤积条件下的粗化。第三个例子是该表中汉江皇庄至仙桃 1977 年 d < 0.10 mm 细颗粒冲刷 204
万 t ， d≥ 0.10mm 粗颗粒淤积 202 万 t ，冲淤抵消接近平衡，可是床沙仍然发生了粗化。

（7）粗细泥沙交换的分界粒径 Dk 。利用非均匀沙与均匀沙挟沙能力关系，有

S *( )ω *
1 =å

l = 1

n

P1.l.1S
*( )l （22）

设 Dk = f -1( )ω *
1 ，其中 f -1 为 ω = f1( )D 的反函数。可以证明， Dk 就是粗细泥沙交换的分界粒

径，而且也是后面将要提到的床沙质与冲泻质的分界粒径。据长江陈家湾至城陵矶中细沙河床，由

上式求出的 Dk = 0.087 mm ，相应的 Dk 在床沙中占 7.5 %，而且此值在 Einstein和张瑞瑾建议的冲泻

质分界粒径 5 % ~ 10 %范围内。另据粗细泥沙交换，对 1974—1979年粗细沙河床，襄阳—皇庄河床

河段

汉江丹江口水库下游

皇庄-仙桃

汉江丹江口水库下游

皇庄-仙桃

汉江丹江口水库下游

皇庄-仙桃

汉江丹江口水库变动回水区雍水高

汉江丹江口水库变动回水区雍水很低

黄河下游

艾山至利津

监利-九江三峡水库下游河道

非汛期

非汛期

汛期

时期

1974
1974—1977
1974—1979

1980—1984
1980—1983
1984—1987

1950.7~1960.6
1964.11
1973.10
1971

2003—2007

分界粒径/mm
0.25
0.10
0.10

0.25
0.05
0.25
0.025
0.025
0.05
0.031

冲淤统计/万 t
冲淤总量

753
-1.9
-860

-13783
2745
-928
7200
11600
8100
5309

冲刷总量

905
204
2635

15075
1701
1974
8860
2100
6710
7456

淤积总量

152
202
1775

1292
4446
1046
1660
13700
14810
12765

表 2 不同河道河段冲淤量
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冲淤分界粒径 Dk = 0.10mm ，与冲泻质粒径也是一致的。据长江宜昌至陈家湾和汉江黄家港至宜城卵

砾石夹沙河床资料，它们的床沙质与冲泻质分界粒径为 0.19和 0.25 mm，在床沙中占的比例为 0.28 % ~
22 %，这与表 2的 Dk = 0.25 mm 是相近的。

3.3 挟沙能力多值性［29-30］

（1）关于挟沙能力是单值的，还是多值的，到目前为止，是一个有争议的问题。有争议是指一种

认为挟沙能力是单值的，另一种认为是多值的。两种看法各持一词，也会提出一些“证据”，但无法

从理论上证明。所谓单值与多值的标准也没有统一的认识。这些正是长期存在争论的原因。但是这

两种不同的看法影响很大，甚至会影响悬移质挟沙能力研究的发展方向。

（2）尽管到目前为止，认为挟沙能力是单值的看法在泥沙研究中占有多数，但是仍有一部分研究

者认为是多值的，并且还是一些知名专家的看法和研究，如前苏联罗辛斯基和我国沙玉清、侯晖昌

以及曹如轩等。张瑞瑾在其著名的挟沙能力公式的实测资料验证中，公式的上、下包络线，就是冲

刷与淤积挟沙能力的范围。这说明他虽然没有提挟沙能力多值性，但是间接地呈现出它并不是单值

的。需要指出的是，他们认为挟沙能力多值性的原因之一是临界速度多值性。如沙玉清根据资料分

析，就提出了 3种临界流速：开动流速、挟动流速和止动流速。侯晖昌认为挟沙能力是双值关系，并

引用沙玉清临界速度进行了分析。曹如轩直接点了挟沙能力双值关系图。但他们均未从机理上具体

分析和多值性直接推导。

（3）挟沙能力多值性的实际资料。表 3给出了黄河下游河道历年平均资料，分 3类列出：冲刷、

平衡和淤积。这些资料是 1960—1996年 36年的平均。从表 3中看出，无论冲淤还是平衡，挟沙能力

包括进口挟沙能力 S * 及出口挟沙能力 S *
L 是相近的，没有系统变化。但是，按此挟沙能力由不平衡

输沙公式计算的含沙量与实际不符。需根据冲刷、平衡、淤积不同情况对挟沙能力进行修正，即分

别乘以 K = 0.67 、 K = 1.00 、 K = 1.68 改正挟沙能力后计算的含沙量，才能和实际的含沙量符合。这

种冲刷时挟沙能力小于平衡的，淤积时大于平衡的，正是挟沙能力多值性的表现。

流量范围/
（m3/s）

2500~3000

2500~3000

2500~3000

河段

花园口—高村

高村—艾山

艾山—利津

花园口—高村

高村—艾山

艾山—利津

花园口—高村

高村—艾山

艾山—利津

实测 S

S0
17.89
22.85
24.80
38.51
36.21
36.12
70.11
54.84
59.63

SL

22.85
24.80
27.32
36.21
36.12
39.33
54.84
59.63
65.22

计算挟沙能力

S *
0

53.50
41.00
62.70
40.70
47.80
34.60
44.20
54.00
37.76

S *
L

41.00
62.70
54.60
47.80
34.60
38.80
54.00
37.70
30.50

DK

0.67
0.67
0.67
1.00
1.00
1.00
1.68
1.68
1.68

调整后 SL

26.96
17.48
29.70
35.13
37.47
39.71
54.44
55.14
60.27

冲淤状态

冲刷

平衡

淤积

表 3 黄河下游河道挟沙能力多值性

图 5中用更多的资料证实了挟沙能力改正后计算含沙量与实测值符合很好。否则，如不改正（即

按挟沙能力单值），则计算与实测差别很大。

（4）挟沙能力多值性的理论根据及机理分析。

①非均匀沙挟沙能力结构引起的挟沙能力多值性。它实际是由两部分组成：由上游输来已经含

在水中的泥沙，以及由河床冲起的泥沙。前者的挟沙能力为 S *
0.l ，后者为 S *

l.0 ，后者与前者不一样，

要受到黏着力与薄膜水附加下压力作用。这样，全部挟沙能力为

S *
1.l = μl S

*
0.l + ( )1 - μl S *

1.l.1 （23）
当 μl = 1时，表示强平衡情况，挟沙能力全部由上游输来，于是
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S *
1.l =

ì
í
î

ï

ï

μl S
*
c.l + ( )1 - μl S *

c.l = S *
c.l ( )μl = 1

μl S
*
0.l + ( )1 - μl S *

1.l.1 = μl S
*
0.l + ( )1 - μl S *

E.l ( )μl < 1 （24）

可见由挟沙能力结构引起的多值性，即 S *
1.l ≠ S *

c.l ，主要发生在冲刷过程。对于冲刷过程分析，

当距离不是很长，本地冲刷 1 - μl 一般不超过 0.30，加上其中往往有相当一部分，故 1 - μl 一般不超

过 0.15。于是给出了多值挟沙能力修正系数 K1.l = 0.85 - 0.15 S
*
E.l

S *
c.l

= f ( )u*，H，D 。对此函数的总平均

值为 K = 0.89 。

②恢复饱和系数引起的挟沙能力多值性。由不平衡输沙公式有：

dSl

dx = -
ωl

q ( )~αl Sl - α *
l S

*
c.l = -P4.l

~αl ωl

q
æ

è
çç

ö

ø
÷÷S -

α *
l
~αl

P *
4.l

P4.l
S *
c

dS
dx = -

- -----~αl ω
q

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷S -

- -- ---
α *

l ωl
- -- ---~αl ωl

S *
c = -

- -----~αl ω
q ( )S - S *

2

（25）

50
40
30
20
10
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
数据组号

出
口

断
面

含
沙

量
/（k

g/m
3 ） 实测含沙量

调整前计算含沙量
调整后计算含沙量

（a） S≤ 20kg/m3

实测含沙量
调整前计算含沙量
调整后计算含沙量

50
40
30
20
10
0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

数据组号

出
口

断
面

含
沙

量
/（k

g/m
3 ）

（b） 20kg/m3≤ S≤ 80kg/m3

100
80
60
40
20
0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

数据组号

出
口

断
面

含
沙

量
/（k

g/m
3 ） 实测含沙量

调整前计算含沙量
调整后计算含沙量

图 5 取 α = 0.1修正挟沙能力多值性效果

（c） S > 80kg/m3
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可见此时决定冲淤的不是 S = S * ，而是 S = S *
2 =

- -- ---
α *

l ωl
~αl ωl

S *
c 。 S *

2 可称为虚挟沙能力。它实际起了挟

沙能力的作用，正是挟沙能力多值性的表现。对于均匀沙，则有：

S *
L =

α *
l
~αl

S *
c （26）

③挟沙能力结构与恢复饱和系数综合作用下的挟沙能力多值性。此时有：

S *
L =

- -- -- ----- --
K1.l α

*
l ωl

~αl ωl

S *
c （27）

（5）挟沙能力多值性的应用。已应用到黄河下游、淮河中游小柳巷以及三峡水库下游长江中下游

河道。证实了挟沙能力多值性的存在，以及按本方法计算的结果基本符合实际。

3.4 黄河揭河底冲刷的理论研究［31］

（1）“揭河底”和“揭底冲刷”是黄河中游河道高含沙洪水时发生的一种强烈冲刷。此时，河底泥沙

被成块掀起，而且还可以冲出水面。据水文年鉴描述“露出水面达数平方米，像是在河中竖起一道墙

（与水流方向垂直）。二三分钟即落入水中消失”。据黄河龙门站发生揭底冲刷的资料为流速 5.0 ~
10.7 m/s，坡降 7.2 ‰ ~ 31.8 ‰，水深约 4 m左右。对于揭底冲刷已有一些研究，但均是经验的，没有

从力学上对它的掀起、上升、冲出水面等进行理论分析。

（2）土块受力状态：正面推力 FD ，上举力 FL ，床面切应力 τ0 ，土块水下重力 G ，底部床面薄膜

水附加下压力 DG ，底部颗粒间黏着力 Fμ1 ，下游侧面黏着力转为向下的摩擦力 Fμ2 ，两个侧面的黏着

力转为向下的摩擦力。土块的几何形状 abc取为 a = b ，扁度 λ = ab
c

= a
c

。其中 a 为土块长和宽， c 为

厚。

（3）按照上述各力建立了土块起动的瞬时底速及时均底速公式，如瞬时起动底速公式为：

V 2
b.c ( )D0 = 87.85 λ

43

( )λ2 - 3.889
( )γm - γ

γ
D0 + 3.756 × 10-5 λ2

( )λ2 - 3.889
æ
è
ç

ö
ø
÷1 + 0.8

λ
æ
è
ç

ö
ø
÷1 + 2t

D

-2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

δ 2
1
t 2

- 1 1
γD

+ 1.547 × 10-7 λ2

( )λ2 - 3.889
H
D

æ
è
ç

ö
ø
÷1 + 2t

D

-2æ
è
çç

ö

ø
÷÷1 - t

δ1

（28）

式中：γm为土块容重；γ为浑水容重；γ0为清水容重；D0为土块等容粒径；D为组成土块的单颗泥沙

粒径。

经分析得到此时土块与单颗粒的受力有相当的变化。由于含沙量高，此时重力有很大减少。例

如当含沙量达到 600 kg/m3时，土块水下重力仅为单颗的
γm - γ
γs - 1 = 0.282% 。更主要的是由于薄膜水附

加下压力及黏着力均只是作用在土块几个面上，而不作用在土块的全部颗粒上，这两种力较之它们

作用在全部颗粒上的值大为减少，仅占千分之一以下，实际可以忽略。

（4）土块的薄膜水附加下压力较之单颗的可以忽略，从而解释了泥沙研究中考虑单向受压与水深

有关，和土力学中的超静水压力与水深无关的矛盾。这点是非常重要的澄清。

（5）经过一系列推导，得到土块时均起动流速为：

V 2
b.c ( )D0 = 63.25 λ

43

λ2 - 4
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

γm - γ
γ

D0 （29）
这是忽略薄膜水附加下压力和黏着力公式，故不再包含单颗粒径 D 。

（6）由上述公式给出了不同条件下的
u 2
*c

γm - γ
γ

g
，它们在一定条件下，集中于 0.0092 ~ 0.0141。这
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与万兆惠给出揭河底经验公式
u 2
*c

γm - γ
γ

g
= 0.01 颇为一致。但是万兆惠给出判别起动的经验参数是有

因次的。如换为无因次切应力 θc ，则当 λ = 8~10 ，有 θc =
u 2
*c

γm - γ
γ

gD0

= 0.0275~0.0231。

（7）据时均起动流速公式，土块扁度系数 λ愈大，起动流速愈小。如 λ = 10 较之 λ = 4 ，起动流速减

小 0.477。这证实了“揭河底”的土块为什么是扁的，并且像帆一样。当然这与泥沙分层沉积有一定关系。

（8）由于忽略薄膜水附加下压力及黏着力，且水下重力大幅减弱，故此时很大土块也能起动。事

实上，当 S = 900 kg/m3 ， H = 4 m ， D0 = 1 m（ a = 1.737，c = 0.1737），平均流速 2.32 m/s，即能起

动。同样条件下，当 D0 = 3 m（a = 5.21 m，c = 0.521），则V = 3.42 m/s ，即能起动。

（9）土块起动时，是以转动 （向下游） 形式进行。颗粒的转动方程是在正面推力力矩 m ( )FD 、升

力力矩 my ( )FL 、阻力力矩 my ( )R 及水下重力矩 m ( )FG 和质量及附加质量的转动惯量作用下的运动。

已建立了转动的较为复杂的一个方程。

（10）根据颗粒在床面转动方程的数字解，发现在 θ = 74 法向反力为负，开始脱离床面。另一方

面，当 θ = 45∘时， uy.0 最大，也可能直接上升而脱离床面。这表明，已证实土块起动时不一定到最高

点 θ = 90 才脱离床面。

（11）土块上升及下降。土块上浮与下降运动从机理分析，仍然是一种推移质跳跃运动。即从床

面至一个颗粒高（对于土块为 a），接着继续上升，至最高点，再下降直至床面。建立了这 3个阶段土

块运动方程，包括它们的运动距离、速度和时间的方程，并且还考虑了加速与减速的不同情况。除

上述竖向运动外，还建立了纵向运动方程。对这些方程均求出了分析解及数学期望。为了使大家有一

印 象 ， 现 举 一 个 例 子 。 设 γm = 1.839 t/m3 ， γ = 1.374 t/m3 ， a = 0.8 m ， CL = 1.2 ， V̄ = 7.27m/s ，

H = 4 m ， Vy = 2.198 m/s ， ux.0 = 1.873 m/s ，从而得到土块上升全部时间 t3 = 6.538 s ， 下降至床面的

纵向平均速度 7.12 m/s< V̄ = 7.27 m/s ，顺水流移动距离 44 m。

（12）土块可能冲出水面。当土块上升至水面仍有一定速度时就会冲出水面。此时重力是变化

的，已建立了其方程，得到了冲出水面的计算方法。例如当Vy = 2.5 m/s ， uy.c = 1.147 m/s ，土块露出

水面的高度达到 0.892 m，超过了它的长度 0.8 m，即它已脱离水面。

4 焦点、难点的突破和争议的澄清

前面对泥沙运动统计理论从总体和其带动的研究领域成果进行了简要介绍。以下对研究中的焦

点、难点的突破，创新点的建立以及争议的澄清进行了补充说明。

（1）首次证实了床沙质与冲泻质有共同挟沙能力规律（图 5），并且均满足
S1
K1

~f ( )V，H，ωl， ... 。

这不仅解决了长期存在不能计算的一个难点，也对数学模型计算中采用全沙给出了理论支持。

（2）突破了以往半经验、经验的方法，从理论上建立了床面边界条件，解决了不平衡输沙的一个

焦点问题。

（3）最早用资料揭示并用理论证实了床面粗细泥沙交换是一般条件下河床沿程冲刷的基本形式，突

破了河床演变总是单向冲淤（或冲或淤）的习惯看法。并据此给出了水库下游河道冲刷距离很长的原因。

（4）从理论上证实了泥沙成团起动流速可以小于组成该沙团的单颗泥沙的起动流速。例如，当

D = 0.005 mm ， D0 = 0.0127 mm ，当 H = 0.5 m ，单颗起动流速为 0.591，成团起动流速为 0.703。但是

当 H = 8 m ，则单颗起动流速为 1.781，成团起动流速为 1.42，即成团小于单颗，以成团起动为主。
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（5）多年来无法理解“揭河底”的动力来源得到揭示，除已知水力作用强、重力减弱外，证实了薄

膜水附加下压力和黏着力大幅减小（转为内力）以至消失，是其主要原因。

（6）对于细颗粒的薄膜水单向压力转变导致与水深有关，而土力学中饱水土超静水压力与水深无

关的矛盾，是宏观与细观的差别引起，从而排除了争议。

（7）统一了泥沙起动流速与输沙率，指出瞬时起动流速是确定的，时均流速是不确定的，从而提

出了时均起动流速的约定标准（Vb.c 及 λqc ），使时均起动流速能定量确定。在笔者之前，也有人提出

几种起动标准，但方法不具体，难以应用。

（8）过去由于确定恢复饱和系数的经验性，不同研究者给出的差别很大， α从0.01到1000 ，长期

存在争议。笔者从理论上给出了表达式，并且区分了
~α 和 α * ，它们随 ω u* 和 D 而变。不仅解决了

长期争议，也为数学模型提供了理论支持。

（9）多年来认为床沙粗化是冲刷引起，研究方法也是建立在河床冲刷基础上，笔者首次研究了交

换粗化，澄清了这个限制，并且给出了交换粗化方程。

（10）多种输沙率的揭示，突破了两种输沙率（推移质和悬移质）的长期制约，促进了研究。

（11）罗辛斯基提出的相加分组推移质的公式 qb =åPb.l qb ( )l ，此式错误，应为 qb =åP1.l qb ( )l ，

予以澄清。

（12）统一了粗细泥沙交换分界粒径与床沙质与冲泻质分界粒径，并给出了计算方法。而且这种

分界粒径与挟沙能力级配也是一致的。

（13）首次从理论上得到了输沙率分布为 Erlang分布，当 n ® ¥ ，它趋近泊松分布。已经用试验

资料检验了这种分布，与实际颇为符合。

（14）非均匀沙不同的混合方法对干容重有相当的影响。干容重的大小，决定于颗粒间间距 t ，

从而决定单颗泥沙黏着力及薄膜水附加下压力。同时干容重还影响颗粒成团起动流速。笔者首次引

入了不同粒径之间的接触概率，从而能根据混合沙的级配，采用随机充填得出干容重。
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The frontier research achievements on stochastic theory of sediment transport

HAN Qiwei
（China Institute of Water Resources and Hydropower Research，State Key Laboratory

of Simulation and Regulation of Water Cycle in River Basin，Beijing 100038，China）

Abstract：Sediment motion has been widely and deeply studied for decades by combing the mechanics and
probability theory. The latest research achievements have been introduced in this paper，which include pat⁃
terns of sediment motions， mechanical analysis and statistical laws of individual sediment particle move⁃
ment， transition probability and exchange intensities between four different states in bed layer，more formu⁃
las for sediment transport than the existing two， sediment incipient motion characteristics and incipient ve⁃
locity study， the theoretical boundary condition at bed surface， one dimensional non-equilibrium sediment
transport and the corresponding mathematical model， non-equilibrium sediment transport when the bed load
exchanges with both the bed load and the suspended load， riverbed coarsening by scouring or exchanging
between sediment in different moving states， and point-source， line-source， and degraded area-source dis⁃
persion for bedload. In addition，new achievements in other fields of sediment transport derived by stochas⁃
tic theory were also given，such as the size distribution of carrying-sediment capacity and effective bed ma⁃
terial，exchange between coarse and fine sediment，multi-value of the carrying-sediment capacity，and bot⁃
tom tearing scouring under high sediment-laden condition in the Yellow River.
Keywords： sediment transport； stochastic theory； exchange intensity； transition probability； distribution
function of probability
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