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考虑河流流速和横向扩散系数变化的污染

混合区理论分析及其分类

武周虎
（青岛理工大学 环境与市政工程学院，山东 青岛 266033）

摘要：宽阔河流的中部深槽和远岸地形变化，对排放岸附近污染混合区范围的影响很小。因此，河流断面平均流

速和横向扩散系数不能很好地反映排放岸附近污染物的移流扩散特性。通过对长江黄沙溪排污混合区平水期同步

观测资料的分析，提出了深度平均流速的横向指数分布和横向扩散系数的二维变化关系式。在宽阔河流顺直岸边

稳定点源条件下，求解了变系数二维移流扩散方程浓度分布的解析解，进行了浓度分布的特性分析。在此基础

上，推导了污染混合区最大长度、最大宽度和对应纵向坐标以及面积的理论公式，给出了污染混合区边界归一化

（等浓度）曲线方程。讨论了深度平均流速和横向扩散系数分布的特性参数（m，n 和α）对污染混合区形态的影响规

律，提出了河流岸边排放污染混合区的类别、形状特征、分类条件和变横向扩散系数的估算方法。实例表明，

α-Ⅰ型污染混合区、边界曲线方程和几何特征参数，能够较好地表征长江黄沙溪排污混合区平水期 CODCr现场观

测等值线形状。
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1 研究背景

市政、工业和其它来源的污/废水经处理后，通过岸边排放口泄入河流。在河流中经初始稀释阶

段之后，污染物在垂向上可以达到均匀混合，再进入污染带扩展阶段。因此除近区以外，可以作为

二维移流扩散问题处理［1-3］。通常应用物理模型或数学模型来研究污染带的横向扩展以及对于环境的

影响，而横向扩散系数（又称横向混合系数）是模型的重要参数和解决问题的关键之一［4-5］。在环境水

力学中，常常是按照污染物浓度横向分布服从正态分布规律，结合室内或现场试验资料采用浓度矩

法、直线图解法、线性回归法和模型演算法等方法［6-10］，或者采用基于剪切流分散理论的横向速度与

深度平均值的偏差流速［11-13］，来确定矩形断面明渠和天然河流横向扩散系数，其分析结果是将横向扩

散系数处理成常数，即横向扩散系数在整个断面上采用常数。长期的研究大多致力于寻求横向扩散

系数与河段（或断面）平均水力学参数之间的半理论半经验关系式［14-20］。在实践中，通常采用常数横向

扩散系数来进行河流水环境影响预测和计算河流排污混合区［21-24］。

赵振祥等［25］通过采用断面平均方法，对具有相同横断面面积、水面宽度、平均水深和平均流速

的矩形与梯形断面的扩散浓度分布比较发现，梯形断面岸边斜坡上的浓度明显高于矩形断面岸边区

域的浓度。Fischer H B等人［1］根据独立实验给出横向扩散系数 Ey∝h（其中 h 是平均水深），即水深浅

的地方横向扩散系数小，据此赵振祥等［25］提出横向扩散系数在整个断面上是变化的概念。并对莱茵河

某河段的横向扩散系数进行了计算，得出全断面上无量纲横向扩散系数为αy=0.20，岸边污染带（y=60 m）
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内的无量纲横向扩散系数为αy1=0.14，相对误差为 30%。在大江大河中岸边排放的污染带通常位于具

有斜坡的岸边，斜坡上的横向扩散系数与整个断面上的平均横向扩散系数是不一样的。因此，采用

整个断面上的平均物理量去反映河流岸边的局部地形特征，取横向扩散系数为常数是不妥的。

由于在以往的河流横向扩散系数确定中，常常是根据污染物浓度的横向分布监测结果进行，忽

视了对于河流移流扩散污染物二维浓度分布特征的监测分析，导致河流横向扩散系数在整个断面

上的变化特征未得到应有的重视。直到武周虎等［26］和 Wu等［27］基于河流平均流速和常数横向扩散系

数，在顺直河流岸边稳定点源条件下推导出二维移流扩散污染混合区边界归一化（等浓度）曲线方

程才发现，据此得到的污染混合区形状特征，如最大宽度对应的纵向坐标与最大长度之比等于 1/e
（数学常数 e=2.7183），不能解释黄真理等［28］在长江三峡建水库前库区水环境现状及水文水质污染

负荷同步观测中得到的黄沙溪排污混合区形状。事实上，污染混合区边界曲线能很好地反映污染

物的二维浓度分布特征，河流横向扩散系数在整个断面上的变化，会直接影响污染混合区边界曲

线的形状特征［29-31］。

Wu等［29-30］分析了河流大涡紊动对“污染云”扩散的主导作用，参照有风时大气扩散参数的指数形

式，假定河流变横向扩散系数 Ey ( )x = γx α ，式中：γ，α为正常数。在顺直河流岸边稳定点源条件下，

求解了二维移流扩散方程浓度分布的解析解，推导出污染混合区边界曲线方程，给出最大宽度对应的

纵向坐标与最大长度之比等于 exp［-1/（1+α）］。虽然现场观测的污染混合区最大宽度对应的纵向坐标位

置，可以通过拟合变横向扩散系数中的正常数指数α得到满足，但是污染混合区形状曲线的吻合程度还

是相差较大［28］；Wu等［31］又分析了河流从岸边到中间的流速和横向扩散系数的变化特征，参照下层大气

水平流速和垂向扩散系数随高度按指数律变化的经验公式，假定河流深度平均流速和横向扩散系数的

横向分布服从 u = u1( )y/y1
m
， Ey = Ey1( )y/y1

n
，式中： u1 和 Ey1 分别代表离岸横向坐标 y1（≤W/2）点的流速

和横向扩散系数值，W 为河流宽度。在顺直河流岸边稳定点源条件下，求解了二维移流扩散方程浓度

分布的解析解，推导出污染混合区边界曲线方程。污染混合区最大宽度对应的纵向坐标相对位置与常

数横向扩散系数时相同，现场观测的污染混合区形状曲线的吻合程度，可以通过拟合流速和横向扩散

系数横向分布的正常数指数 m 和 n得到满足。由此可以看出，单独考虑横向扩散系数随纵向坐标 x的变

化，只能反映现场观测的污染混合区形状在纵向坐标方向的变化特征；而单独考虑流速和横向扩散系

数的横向分布，也只能反映现场观测的污染混合区形状在横向坐标 y方向的变化特征。因此，只有同时

考虑以上两种情况，才能全面反映现场观测污染混合区形状的二维变化特征。

针对上述问题，本文通过对长江黄沙溪排污混合区平水期同步观测资料的分析，提出深度平均

流速的横向指数分布和横向扩散系数的二维变化关系式。在宽阔河流顺直岸边稳定点源条件下，求

解变系数二维移流扩散方程浓度分布的解析解，推导污染混合区最大长度、最大宽度和对应纵向坐

标以及面积的理论公式，给出污染混合区边界归一化（等浓度）曲线方程。在结果分析基础上，提出

污染混合区的类别、分类条件和变横向扩散系数的估算方法，可作为河流污染混合区范围的计算依

据，也可以对水质建模起到理论指导作用。

2 浓度分布求解与特性分析

2.1 流速和横向扩散系数的关系式

（1）流速的横向分布 在分析了黄真理等［28］给出的长江三峡建水库前库区水环境现状及水文水质污

染负荷同步观测中，黄沙溪排污混合段平水期 6个断面的深度平均流速横向分布观测值（如图 1数据

点所示）的基础上，对深度平均流速的横向分布选择指数分布规律［31］进行曲线拟合。

u = u1
æ

è
ç

ö

ø
÷

y
y1

m

（1）
式中： u 和 u1 分别为距离排放岸横向坐标 y 点和 y1（≤W/2）点的深度平均流速；W 为河流宽度；m
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是正常数指数。

对于按顺直河流进行简化处理的黄沙溪排污混合段，将全部 6个断面的深度平均流速横向分布观

测值一并采用指数分布式（1）进行回归分析得到： y1=150 m， u1=1.4 m/s，m=0.25，相关系数 R2=
0.7483，其相关性较好，在图 1中以实线显示。

图 1 黄沙溪排污混合段平水期深度平均流速的横向分布
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（2）横向扩散系数的关系式 根据Wu等［29-30］对河流二维移流扩散问题的分析，从岸边排污口排出的

污染物扩散时间越长，迁移距离越远，扩散范围不断增大，大尺度涡旋体的扩散作用逐渐增强。考

虑到大涡对“污染云”扩散的主导作用，因此有横向扩散系数随着污染云的扩散范围增大而增大，即

河流横向扩散系数与迁移距离 x 成比例。另一方面，由于河岸地形对水流的摩擦阻力作用，河流近岸

区域的流速一般低于中间区域，离岸距离越大，流速越大，横向扩散系数也越大。Wu等［31］根据河流深

度平均流速的横向指数分布规律，提出横向扩散系数的横向分布同样服从指数分布规律。综合以上

两种点，假设横向扩散系数既服从横向指数分布规律，又随纵向坐标 x呈指数变化的关系式为：

Ey = γx α æ

è
ç

ö

ø
÷

y
y1

n

（2）
式中： Ey 为从排放口沿水流纵向坐标 x、距离排放岸横向坐标 y 点的横向扩散系数；γ、α、n 均为正

常数。

2.2 岸边排放源在非均匀流场中的扩散 根据张书农［4］、Wu等［31］和 Li［32］在稳态条件下，对河流二维

移流扩散方程的简化处理，在离开排放口一定距离后的远区，即 xu ≫ Ex，纵向坐标 x 方向的扩散项

与移流项相比，在纵向上的扩散作用微不足道，可以忽略不计；按照一般环境水力学概念，河流中

的横向流速可以略去，在横向上的污染物主要表现为扩散与混合。因此，河流中的简化二维移流扩

散方程为：

u ∂C∂x
= ∂∂y

æ
è

ö
ø

Ey
∂C∂x

（3）
式中：x 为自排污口沿河流流向的纵向坐标；y 为垂直于 x 轴从排污口指向河心的横向坐标；u 为深度

平均流速；Ex和 Ey分别是纵向和横向扩散系数；C 为污染物浓度。

将式（1）和式（2）代入式（3），整理得到变系数二维移流扩散方程为：
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（4）

令 X = x 1 + α，E = γ/( )1 + α ，式（4）变为：

u1
æ

è
ç

ö

ø
÷

y
y1

m ∂C∂X
= ∂∂y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷E æ

è
ç

ö

ø
÷

y
y1

n ∂C∂y
（5）

根据Wu等［31］在顺直矩形河渠中，在岸边稳定线源单位时间单位水深的排放质量 ṁ = Ṁ/H 的条件

下，对于保守物质，由式（5）给出深度平均流速和横向扩散系数均服从指数分布规律决定的河流二维
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移流扩散污染物浓度分布为：

C ( )X，y =
pṀy1

m

u1HΓ( )φ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

u1 y1
n - m

p 2 EX

φ

exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

u1 y1
n - m y p

p 2 EX
（6）

式中：p=2+m-n＞1；φ=（1 + m）/p；Г（φ）为完全伽玛函数； Ṁ 为岸边稳定点源单位时间的排放质量；H
为平均水深。

将 X 和 E 代入式（6）整理得到，由深度平均流速的横向指数分布式（1）和横向扩散系数的二维变化

关系式（2）确定的河流二维移流扩散污染物浓度分布为：

C ( )x，y =
pṀy1

m

u1HΓ( )φ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( )1 + α u1 y1
n - m

p 2γx 1 + α

φ

exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

( )1 + α u1 y1
n - m y p

p 2γx 1 + α （7）
2.3 浓度分布特性分析 由式（7）可以得到，对于纵向坐标的给定值（xi， i=1， 2， 3，…），河流岸

边排放二维移流扩散污染物浓度的横向分布特征主要取决于 exp（-yp）。即污染物浓度随横向坐标 y 的

增大单调下降，横向浓度分布曲线类似于半正态分布形式；当纵向坐标 x 增大时，横截面上的最大浓

度沿程逐渐减小，污染物浓度迅速在横向上扩展，浓度梯度迅速减小，如图 2所示。

图 2 河流岸边排放污染物浓度分布和等浓度线
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令 y=0，由式（7）可以得到横截面上污染物最大浓度的沿程分布为：

Cmax ( )x =
pṀy1

m

u1HΓ( )φ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( )1 + α u1 y1
n - m

p 2γx 1 + α

φ

（8）
即横截面上的最大浓度随纵向坐标 x的［-φ（1+α）］次方下降。

由于深度平均流速的横向分布不是常数，因此，河流中污染物浓度的横向分布不能代表污染物

通量 q（xi，y）=uC 的横向分布。对于保守物质，在纵向坐标取任意值（xi）时，则有河流各断面的污染

物总通量相等，即有：

Ṁ = H 0
∞

q ( )xi，y dy = H 0
∞

uCdy = constant （9）
当α=0时，横向扩散系数与纵向坐标 x 无关，横向扩散系数和深度平均流速的横向分布均服从指

数规律，式（7）变为与相同条件下 Wu等［31］给出的结果一致；当 m=n=0时，横向扩散系数和深度平均

流速均在横向上保持常数，横向扩散系数仅随纵向坐标 x 呈现指数变化规律，式（7）变为与相同条件

下 Wu等［29-30］给出的结果一致；当α=m=n=0时，横向扩散系数和深度平均流速均取常数，式（7）变为

与相同条件下Wu等［26-27］给出的结果一致。

3 污染混合区几何特征

根据污染混合区的概念，河流背景污染物浓度 Cb与排放产生的允许升高浓度 Ca的总和应符合水

环境功能区所执行的浓度标准值 Cstd，即有 Ca= Cstd-Cb，该等浓度线所包围的区域称为污染混合区。
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由式（7）可知，河流岸边排放的污染混合区边界（等浓度）曲线方程为：

Ca =
pṀy1

m

u1HΓ( )φ
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( )1 + α u1 y1
n - m

p 2γx 1 + α

φ

exp æ
è
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ö

ø
÷÷-

( )1 + α u1 y1
n - m y p

p 2γx 1 + α （10）
在图 2中，绘制了 3个水平 C1 > C2 > Ca的浓度等值线。在以下小节中，将由方程式（10）具体分析

污染混合区边界（等浓度）曲线几何特征参数的理论公式。

3.1 最大长度 在式（10）中，令 y=0，可以得到河流岸边排放污染混合区最大长度 Ls的理论公式：

Ls =
æ

è
çç
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ø
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pṀy1
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u1HΓ( )φ Ca

1/( )1 + α φ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( )1 + α u1 y1
n - m

p 2γ

1/( )1 + α

（11）
3.2 最大宽度和对应纵向坐标 为了方便推导河流岸边排放污染混合区最大宽度和最大宽度对应的

纵向坐标位置，改写式（10）为：

Ca x ( )1 + α φ
= AB φ exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷-

By p

x 1 + α （12）

其中： A = pṀy1
m

u1HΓ( )φ
，B =

( )1 + α u1 y1
n - m

p 2γ
。

为了获得等浓度线上横向坐标 y 达到极大值点的坐标关系，给式（12）两边分别对 x 求导，并令

dy/dx=0，整理得到：

Ca x ( )1 + α φ
= AB φ + 1 y p

φx 1 + α exp
æ

è
çç

ö

ø
÷÷-

By p

x 1 + α （13）
注意到，式（12）与式（13）的左边相同，则右边应该相等。据此，可以得到污染混合区最大宽度

极值点的纵向坐标 Lc和横向坐标 bs应满足的关系式为：

Lc =
æ
è
ç

ö
ø
÷

B
φ

bs

p
1/( )1 + α

（14）
将式（14）代入式（12），整理得到污染混合区最大宽度的理论公式为：

bs = æ
è
ç

ö
ø
÷

φ
e

1/p æ

è
çç

ö

ø
÷÷

pṀy1
m

u1HΓ( )φ Ca

1/( )1 + m

（15）
考虑到式（11），可以得到污染混合区最大宽度与最大长度的关系式为：

bs =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( )1 + m pγ

( )1 + α eu1 y1
n - m Ls

1 + α

1/p
（16）

将式（16）代入式（14）化简得到污染混合区最大宽度对应纵向坐标与最大长度的关系式为：

Lc = Lse -1/( )1 + α
= Lse -1/q

（17）
其中：q=1+α＞1。
3.3 边界（等浓度）曲线方程 在式（10）中，对坐标变量 x 除以 Ls可以得到归一化坐标（x/Ls），同时乘

以式（11）右边的最大长度表达式；对坐标变量 y 除以 bs可以得到归一化坐标（y/bs），同时乘以式（15）
右边的最大半宽度表达式，整理得到通用形式的河流岸边排放污染混合区边界曲线方程为：

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
bs

p

= -e æ
è
ç

ö

ø
÷

x
Ls

q

ln æ
è
ç

ö

ø
÷

x
Ls

q

（18）
或

y = bs

é

ë
êê

ù

û
úú-e æ

è
ç

ö

ø
÷

x
Ls

q

ln æ
è
ç

ö

ø
÷

x
Ls

q 1/p
（19）

值得注意的是，河流岸边排放污染混合区归一化坐标边界的曲线方程仅是 p（=2+m-n）和 q 的函
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数。 其它参数（m，n，γ，α，y1，u1，H，Ca和 Ṁ ）仅改变用于归一化的两个几何特征参数 Ls 和 bs 。

3.4 面积和面积系数 在纵向坐标 x∈［0，Ls］上，对式（19）求定积分，可以推导河流岸边排放的污

染混合区面积 S 如下：

S = 0
Ls

ydx = 0
Ls

bs

é

ë
êê

ù

û
úú-e æ

è
ç

ö

ø
÷

x
Ls

q

ln æ
è
ç

ö

ø
÷

x
Ls

q 1/p
dx （20）

进行变量替换，令 x/Ls=ζ，积分区间变为［0，1］，式（20）变为：

S = Ls bs 0
1
é
ë

ù
û-eqζ q ln ( )ζ
1/pdζ = μLs bs （21）

其中面积系数函数μ为：

μ ( )p，q = 0
1
é
ë

ù
û-eqζ q ln ( )ζ
1/pdζ （22）

（1）在特定条件下，面积系数的理论公式

当 p=1时，式（22）改写为：

μ ( )p = 1，q = -eq 0
1
ζ q ln ( )ζ dζ （23）

由数学表可知： 0
1
ζ q ln ( )ζ dζ = -1/( )1 + q

2
，则有污染混合区面积系数的理论公式为：

μ ( )p = 1，q =
eq

( )1 + q
2 （24）

当 p=2时，令 η = ζ
( )2 + q /2

，代入式（22）化简得到：

μ ( )p = 2，q =
2 2eq

( )1 + q
1.5 0

1 ln ( )η -1 dη （25）

由数学表可知： 0
1 ln ( )η -1 dη = π /2 ，则有污染混合区面积系数的理论公式为：

μ ( )p = 2，q =
2πeq

( )2 + q
1.5 （26）

（2）在其它条件下，面积系数的数值积分公式

除 p=1和 p=2以外，式（22）不存在直接积分公式。可以借助于梯形法求定积分的公式，由式（22）
得到污染混合区面积系数的数值积分公式为：

μ ( )p，q = ( )eq
1/p Δζ

2 å
i = 1

n { }é
ë

ù
ûζ q

i - 1ln ( )ζ -1
i - 1

1/p
+ é
ë

ù
ûζ q

i ln ( )ζ -1
i

1/p
（27）

在式（27）中，将自变量ζ的积分区间［0，1］划分为 n（=1/Δζ）等分，每一等分的长度Δζ取 1×10-4，

一般就可以实现数值积分值与理论值的误差绝对值小于 1×10-4。若需进一步提高数值积分的精度，可

以通过缩小等分长度或更换数值积分方法。

在河流流速和横向扩散系数均为常数（p=2，q=1）、仅横向扩散系数随纵向坐标 x 呈指数变化（p =
2，q = 1+α）以及流速和横向扩散系数为指数分布（p=2+m-n，q=1）条件下，式（24）或式（26）或式（27）
可简化为与相同条件下Wu等［27，29，31］给出的结果一致。

4 结果分析与讨论

4.1 结果分析 由式（18）和式（22）可以看出，河流岸边排放污染混合区边界归一化曲线的形状和面

积系数，两者都只是参数 p（=2+m-n）和 q（=1+α）的函数。下面分别绘制污染混合区边界归一化曲线分

类图谱和面积系数变化曲线族来做进一步分析。

首先，选择参数 p=2、p＜2（以 p=1 代表）、p＞2（以 p=4 代表）和 q=1、q＞1（以 q=3 代表），针对
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（p，q）的 6种组合情况，由式（18）分别绘制污染混合区边界归一化曲线，见图 3。图中，标准型、Ⅰ
型、Ⅱ型分别对应（p=2，q=1）、（p＜2，q=1）、（p＞2，q=1）情况，此时α=0，污染混合区最大宽度对

应的归一化纵向坐标 Lc/Ls=1/e≈0.368；α-标准型、α-Ⅰ型、α-Ⅱ型分别对应（p=2，q＞1）、（p＜2，
q＞1）、（p＞2，q＞1）情况，此时α＞0，污染混合区最大宽度对应的归一化纵向坐标 Lc/Ls＞0.368。

其次，选择参数 p=1.0，1.5，2.0，3.0，4.0 和 5.0，在参数 q=1～5 区间内取一系列值，采用式

（24）或式（26）或式（27）分别计算污染混合区面积系数μ（p，q），给出以 p 为参数的面积系数μ（q）变化

曲线族，见图 4。

图 4 河流岸边排放污染混合区面积系数变化曲线族

1
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p=2.0
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图 3 河流岸边排放污染混合区边界归一化曲线分类图谱

由图 3和绘制条件可知，当参数 q 不变，参数 p 变化时，污染混合区边界归一化曲线最大宽度对

应的归一化纵向坐标位置保持不变，只有污染混合区边界归一化曲线的形状随着参数 p 的增大，逐渐

由尖瘦变为钝肥；而当参数 p 不变，参数 q 变化时，污染混合区边界归一化曲线最大宽度对应的归一

化纵向坐标位置将随着参数 q的增大，沿着流向逐渐偏离原来位置，其形状随之发生变化。

由图 4可以看出，当参数 p 不变时，污染混合区的面积系数μ（q）为单调下降曲线，在 q=1时的面

积系数最大；当参数 q 不变时，污染混合区的面积系数随着参数 p 的增大而增加，这一点与污染混合

区边界归一化曲线形状的分析结果一致。

通过以上分析，并注意到式（17）和式（18），可以得出的重要结论是：参数 q 值决定着污染混合区

形状最大宽度对应的归一化纵向坐标位置，参数 p值决定着污染混合区形状的丰满程度。

4.2 污染混合区的分类条件 通过上述对河流岸边排放污染混合区边界归一化曲线分类图谱和面积

系数变化曲线族的规律分析，发现：

当参数（p=2，q=1）时，对应河流流速和横向扩散系数均为常数（m=n=0）以及流速和横向扩散系数

均服从横向指数分布（满足 m=n）情况，这时的污染混合区形状定义为标准型；当（p＜2，q=1）时，对

应流速和横向扩散系数横向分布（满足 0＜m＜n）情况，定义为Ⅰ型；当（p＞2，q=1）时，对应流速和

横向扩散系数横向分布（满足 m＞n＞0）情况，定义为Ⅱ型。

当（p=2， q＞1）时，对应流速为常数，横向扩散系数仅随纵向坐标 x 呈指数变化（满足 m=n=0、
α＞0）以及流速和横向扩散系数均服从横向指数分布，同时横向扩散系数又随纵向坐标 x 呈指数变化

（满足 m=n、α＞0）情况，定义为α-标准型；当（p＜2，q＞1）时，对应流速和横向扩散系数分布（满足

0＜m＜n、α＞0）情况，定义为α-Ⅰ型；当（p＞2，q＞1）时，对应流速和横向扩散系数分布（满足 m＞

n＞0、α＞0） 情况，定义为α-Ⅱ型。具体描述，详见表 1。
由表 1可以看出，河流岸边排放污染混合区的形状与深度平均流速和横向扩散系数变化的特性参

数（p=2+m-n，q=1+α），具有一一对应的关系。在表 1分类中，河流岸边排放污染混合区的部分类型

与已有研究特例的对应关系为：标准型与文献［26-27］、α-标准型与文献［29-30］、Ⅰ型和Ⅱ型与文

献［31］中的研究条件和结果分别对应一致。表 1给出的河流岸边排放污染混合区类别、形状特征与分

类条件是科学探究从特殊性到普遍性的系列研究成果。该成果全面科学系统地反映了用于表征河流

深度平均流速和横向扩散系数变化的特性参数（m，n 和α）直接影响河流二维移流扩散污染物浓度分

布规律和污染混合区几何形状特征的对应关系。
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长期以来，寻找河流断面平均横向扩散系数（常数）的通常做法是根据横向浓度分布与断面平

均水力学要素之间的关系，来建立基于常数的横向扩散系数经验公式。而忽视了对河流二维浓度

分布和水力学要素的同步观测与综合分析，使得各自给出的横向扩散系数经验公式数量多，形式

繁杂，各个公式的计算结果扑朔迷离［5］。其问题可能出在人们一直试图采用常数横向扩散系数来表

征纵、横向变化的河流横向扩散系数。研究发现宽阔河流的中部深槽和远岸地形变化，对排放岸

附近污染混合区的污染物输移扩散作用很小，因此在大江大河采用断面平均横向扩散系数是不合

适的。

4.3 反问题：变横向扩散系数的估算方法 河流岸边排放污染混合区边界几何特征尺度的理论公式

和等浓度线方程，可以反向使用以便获得变横向扩散系数的具体表达式。该方法仅需要对岸边污染

混合区边界曲线的宏观几何特征尺度和流速横向分布进行测量，为从业者提供现场使用的有效方

法，在大江大河中非常实用。

首先，在拟观测的宽阔河流上，选择一个稳定的岸边排污口或排放点，在排水中以恒定速率均

匀地投加无毒害有色荧光染料（如罗丹明 B）溶液。岸边污染混合区中的染料浓度与颜色的阴影成比

例，即有同色度线表示等浓度线。需强调的是，当河岸倾角小于 28°时，水面与深度平均浓度近似

相等，水面浓度分布可作为污染混合区的确定依据［33］。这种要求通常在天然河流中很容易得到满

足。

其次，按照水文测量技术观测河流中的流速横向分布，采用式（1）拟合确定 u1，y1和 m 的值。速

度测量不需要覆盖整个河流，只需要覆盖形成污染混合区的近岸区域。

第三，采用无人机摄像装置，从上空拍摄岸边污染混合区的彩色图像资料。经导入计算机、图

像筛选、坐标定位和图像处理，初步读取单条同色度线的最大长度 Ls、最大宽度 bs与对应的纵向坐标

Lc。采用式（17）反推得到 q的初值：

q = ln-1æ
è
ç

ö

ø
÷

Ls

Lc
（28）

再对污染混合区边界（等浓度）曲线的形状，采用式（18）进行试错法拟合比较，最终确定出一条

与该单条同色度线吻合程度较高曲线的最大长度 Ls、最大宽度 bs和参数 p、q 值，从而可以求出正常

数指数 n=2+m-p和α=q-1。进而采用式（16）反推出正常数系数γ：

γ =
equ1 y1

n - m

( )1 + m p
bs

p

Ls
q （29）

最后，将γ，α，y1和 n 代入式（2）得到变横向扩散系数的具体表达式。

表 1 河流岸边排放污染混合区类别、形状特征与分类条件

类别

标准型

Ⅰ型

Ⅱ型

α-标准

型

α-Ⅰ型

α-Ⅱ型

河流流速

常数

横向分布指数 m

横向分布指数 m

横向分布指数 m

常数

横向分布指数 m

横向分布指数 m

横向分布指数 m

横向扩散系数

常数

横向分布指数 n

横向分布指数 n

横向分布指数 n

纵向分布指数α

纵向分布指数α

横向分布指数 n

纵向分布指数α

横向分布指数 n

纵向分布指数α

横向分布指数 n

m 与 n 关系

m=n=0
m=n

m＜n

m＞n

m=n=0
m=n

m＜n

m＞n

分类条件

p=2，q=1

p＜2，q=1

p＞2，q=1

p=2，q＞1

p＜2，q＞1

p＞2，q＞1

形状特征

近似于半椭圆形。

在标准型内，形状尖瘦，

面积系数减小。

在标准型外，形状钝肥，

面积系数增大。

最大宽度位置沿流向偏离

标准型，其偏距与 q成正

相关。

在α-标准型内，形状尖

瘦，面积系数减小。

在α-标准型外，形状钝

肥，面积系数增大。

Lc/Ls

e-1

e-1/q
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该方法的最大优点是无需测量排污量和浓度分布的具体数值，因为河流流速和横向扩散系数变

化形式决定了污染混合区的不同形状，而排污量和浓度分布的具体数值主要是影响河流污染混合区

的范围大小。

5 实例

下面根据黄真理等［28］在长江三峡建水库前库区水环境现状及水文水质污染负荷同步观测中，给

出的黄沙溪排污混合区平水期同步观测资料，采用本文理论来估算该河段岸边排放的变横向扩散系

数式（2）中的正常数参数和经验公式。

黄沙溪排污混合区平水期 CODCr现场观测等值线与理论拟合曲线，参见图 5。图中彩色渲染浓度

部分摘自文献［28］，3条浓度等值线均由式（18）拟合而得。表 2给出了黄沙溪排污混合区平水期 CODCr=
9.85、10.00和 10.81 mg/L相应的等值线最大长度、最大宽度和其对应纵向坐标的观测值。经采用同

一组参数（p， q）值和式（18）对图 5 中的 3 条浓度等值线分别进行理论拟合。结果表明，当参数（p=
1.50，q=1.65）时，对应表 1中的α-Ⅰ型污染混合区，Lc/Ls=0.545，面积系数μ=0.713，3条浓度等值线

的总体吻合程度最好，并给出了 3条 CODCr等值线的最大长度、最大宽度和其对应纵向坐标的理论拟

合值，见表 2。

项目

观测值

理论拟合值

相对误差/%

CODCr/（mg/L）
9.85

10.00
10.81
9.85

10.00
10.81
9.85

10.00
10.81

最大长度 Ls/m
265.0
172.0
81.0

265.0
174.9
79.5
0.0
1.7

-1.9

最大宽度 bs/m
120.0
86.0
35.0

121.0
79.9
36.3
0.8

-7.1
3.7

对应纵向坐标 Lc/m
140.0
100.0
41.0

144.6
95.4
43.4
3.3

-4.6
5.8

表 2 黄沙溪排污混合区平水期 CODCr等值线几何特征参数

图 5 黄沙溪排污混合区平水期 CODCr现场观测等值线与理论拟合曲线
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由表 2可以看出，黄沙溪排污混合区平水期 3条 CODCr等值线最大长度、最大宽度和其对应纵向

坐标的理论拟合值与观测值的最大相对误差绝对值分别为 1.9%，7.1%和 5.8%，结合图 5判断两者吻

合良好。

基于 2.1节中获得的黄沙溪排污混合段平水期深度平均流速横向分布式（1）中的有关参数：y1=
150 m，u1=1.4 m/s，m=0.25，考虑到参数（p=1.50，q=1.65），求出正常数指数 n=0.75和α=0.65。再根

据黄沙溪排污混合区平水期 3条 CODCr等值线理论拟合的最大长度 Ls、最大宽度 bs和有关参数，采用

式（29）分别计算出变横向扩散系数中正常数系数，从而得到其平均值γ=5.96。最后，将γ，α，y1和 n
代入式（2）得到长江黄沙溪排污混合区平水期的变横向扩散系数经验公式为：

Ey = 5.96x 0.65æ
è
ç

ö
ø
÷

y
150

0.75
（30）

式中物理量采用国际单位制。

长江黄沙溪排污混合区平水期深度平均流速和横向扩散系数的横向分布指数 m、n 之和恰巧等于

1，这与 Li［32］在低层大气扩散研究中，建议 n 值通常取为（1-m）一致。这是巧合还是有某种规律有待

进一步深入研究。

需要说明的是：在野外水体中，虽然 CODCr具有一定的降减能力，但根据文献［26］给出的判别条

件，当降解数 De=KLs/U≤0.027时，可以忽略反应降解作用，按保守物质计算污染混合区范围。如果

取 CODCr的较大降解系数 K=0.4 d-1=4.63×10-6 s-1，黄沙溪岸边区域的平均流速 U≈1.0 m/s，当 CODCr=
9.85 mg/L 时的污染混合区最大长度 Ls=265.0 m，由此计算得到降解数 De=KLs/U=0.0012  0.027。所

以，上述实例计算忽略反应降解作用是合理的。在文献［28］中，对于黄沙溪排污混合区 CODCr浓度场

的验证、污染混合区的模拟预测和实用化计算公式，同样忽略了 CODCr的降解作用。

6 结论

（1）这项研究在宽阔河流顺直岸边稳定点源条件下，考虑深度平均流速的横向指数分布和横向扩

散系数的二维变化关系，基于变系数二维移流扩散方程，推导了污染物浓度分布解析解，提出了污

染混合区最大长度、最大宽度和对应纵向坐标以及面积的理论公式。

（2）给出了污染混合区边界归一化曲线方程。表明河流岸边排放污染混合区的形状与深度平均流

速和横向扩散系数变化特性参数（p=2+m-n，q=1+α），具有一一对应的关系，提出了河流岸边排放污

染混合区的类别、形状特征、分类条件和变横向扩散系数的估算方法。

（3）实例表明，α-Ⅰ型污染混合区能够较好地表征长江黄沙溪排污混合区平水期 CODCr现场观测

等值线形状。给出了黄沙溪深度平均流速和横向扩散系数变化特性参数以及排污混合区平水期的变

横向扩散系数经验公式。

（4）研究发现宽阔河流的中部深槽和远岸地形变化，对排放岸附近污染混合区范围的影响很小。

因此，在大江大河考虑河流流速和横向扩散系数的变化特性非常必要，应引起河流污染混合区几何

特征计算和水质建模工作者的高度重视。
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Theoretical analysis and the classification of pollutant mixing zone considering variation
of flow velocity and lateral diffusion coefficient in rivers

WU Zhouhu
（School of Environmental and Municipal Engineering，Qingdao University of Technology，Qingdao 266033，China）

Abstract：Average velocity and lateral diffusion coefficient of the river section can not well reflect on the
characteristics of the pollutant advection-diffusion near the discharge bank， because the middle deep slot
and the far-shore topographic changes of the wide shallow river have little effect on the pollutant mixing
zone near the discharge bank. Based on the analysis of the synchronous observation data of the sewage mix⁃
ing zone at Huangshaxi in the Yangtze River during a flat water period， the lateral exponential distribution
of depth-averaged flow velocity and the two-dimensional transformation formula of the lateral diffusion coeffi⁃
cient are proposed. Under the condition of stable point source on the straight bank of the wide river， the
analytical solution of the concentration distribution of the two-dimensional advection-diffusion equation with
variable coefficient was solved， and the concentration distribution characteristics were analyzed. On this ba⁃
sis， the theoretical formulas of the maximum length，maximum width，and corresponding longitudinal coordi⁃
nates and area of the pollutant mixing zone were derived， and the boundary normalized （equal concentra⁃
tion） curve equation of the pollutant mixing zone was given. The influence of the distribution characteristic
parameters （m， n and α） of the depth-averaged flow velocity and the lateral diffusion coefficient on the
morphology of the pollutant mixing zone was discussed. The classification， shape characteristics， classifica⁃
tion conditions， and variable lateral diffusion coefficients estimation methods of the pollution mixing zone
on the river bank were proposed. The example shows that the α-I type pollutant mixing zone， boundary
curve equation， and geometrical characteristic parameters can characterize the isoline shape of the CODCr

field observation of the sewage mixing zone at Huangshaxi in the Yangtze River during a flat water period.
Keywords：river shore discharge source；exponential law of the flow velocity；variable lateral diffusion coef⁃
ficient；concentration distribution；pollutant mixing zone；geometric characteristics；classification conditions
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