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摘要：由气候变化等环境突变引起的水沙输入条件和边界条件的不确定性给河流地形特征的考察与模拟增加了困

难。本文通过建立随机微分方程，研究了典型的河相关系特征变量（包括比降、河宽、水深、流速）随时间变化的

概率分布演化规律。随机方程的随机输入项分别由 3种噪声模型进行模拟，包括单独的高斯白噪声、组合的高斯

白噪声加泊松噪声，和组合的分数白噪声加泊松噪声模型。方程中的未知参数使用一种复合型的极大似然非参数

估计法进行估计。使用蒙特卡洛方法将方程应用于黄河下游高村-孙口段，结果较好地展示了河相关系对随机扰

动的潜在响应，特别是，计算的随机平均值与测量值有较好的同步度。通过模型比较发现，既能反映非线性又能

反映突变性特征的分数-泊松扩散模型是较适合模拟河相关系随机演化的模型，以此为基础的河流功率可作为系

统性评估河流动态演化特征的优选指标。本文提出的分析河相关系的新方法，可根据指定精度用于设计和监测河

流系统，既有理论价值又有实际意义。
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1 研究背景

河流生态系统，是陆地与海洋联系的纽带，在生物圈的物质循环中起着主要作用。随着近代以

来全球化的推进，借助基础河流理论和数字分析手段的发展，河流资源开发力度逐步加大，同时与

河流保护的矛盾问题也日益凸显。在制定河流保护和水资源开发计划之前，应该最大限度地掌握河

流相关信息，以做到合理科学地规划河流。在中国等发展中国家，河流动力学和河流管理始终是相

关基础研究领域的重要课题，对实现资源的可持续利用意义重大。不过研究目标需要分阶段逐步实

现，河流系统的非线性和突变性等特征始终是摆在专家学者面前的一道难题。

在很长一段时间内，线性模型在研究河湾演化规律中扮演重要的角色，揭示了一些河湾现象的

主要特征［1-4］，例如：河道几何特征如河宽和弯曲率等的局部波动可以引起河道中纵向沙坝和横向上

河道平面的大尺度变化；小尺度自由沙坝在小宽深比条件下倾向于向下游移动，而在大宽深比条件

下有可能向上游移动；在小扰动下，河流可在长期的发展过程中达到准稳定状态，等等。虽然各种

研究层出不穷，但远远称不上完美。事实上，在洪水影响下，河流通常呈现出季节性和不规则波

动。在极端天气增多增强的今天，突发强降雨等事件无疑增加了我们的疑虑：是否河流系统可以与

时时变化的水沙输入保持平衡，达到所谓的“动态平衡状态”；用一个单独的造床流量是否可以代表

影响河道形态的各种非恒定因素［5］；是否可以另外认为河道形态是一种历史扰动的综合反映，而不是

同外界时时保持平衡的一种准稳定状态［6］；文献［7-9］中有一些对气候变化下的水文响应特征研究，
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通过自然实验或卫星遥感分析了极端降雨对河道的潜在影响，但至今缺少对随机扰动下的河流特征

关系的机制性研究。

近几十年来，众多物理学家转向现代系统理论拓展本领域的研究。其方法与以往经典科学的显

著不同之处是，把自己研究的对象不再看作某个单独事物，而是看作一个整体系统，要求做整体综

合性的研究和把握。特别是，表示线性对象的输入与输出间关系的传递函数法获得了广泛应用。我

们关注的自然河流系统，具有高度的规律性和交互性，其非平衡态特征正获得越来越多的关注，而

简单的确定性方程并不能满足相关研究的要求。1980年代以来，越来越多的研究基于扩展的传递函

数进行河流演化过程的追踪和识别，典型案例包括： 用传递函数噪声模型预测产汇流过程［10］，用随

机微分方程代替确定性方程来数值模拟水质量因子的动态概率演化过程［11］，研究河岸带宽度和植被

密度随流量变化的随机响应［12］，研究土壤水平衡动态模型在随机降雨下的随机变化［13］，研究地表径

流中悬浮颗粒的随机运动［14］等等。这些方法为河流特征研究和流域管理提供了新的思路：将水流输

入项视为随机源，通过概率化的研究来有效处理气候突变等外界影响下的河流响应问题。

河相关系是一种描述河流形态要素特征关系的经典工具，文献［15-18］中有大量的关于其非线性

特征的研究。然而问题是，大多研究只是将焦点聚焦在利用实测数据来求解其幂函数的系数和指数

本身，而很少考虑过该函数关系在随机事件的影响下可能发生怎样的变化。因此，本文将利用随机

微分方程的方法，对河相关系的随机扰动提出新的见解，推动相关基础理论的发展，有效提高河流

管理水平。

2 河相关系的随机微分方程模型

2.1 理论模型 在河床演变学中，平滩水位是指河流滩地（唇）高程齐平，河道发生漫滩的临界水

位。水位上升到平滩水位时，由于相应水流的流速大，输沙能力高，造床能力强，因此对应的所谓

“平滩流量”成为反映河道排洪输沙能力和设计稳定河道几何形态的重要指标。经典研究普遍认为平

滩流量可以由一个具体数值代表，无论来水来沙是否发生趋势性变化，都会随着河床的冲淤演变而

随时间变化。如吴保生［19］基于河流自动调整的基本原理，根据河床受到扰动后调整速率与其当前状

态和平衡状态之间差值成正比的基本规律，建立了一种平滩流量的滞后响应模型：

dQtdt
= β ( )Qe - Qt （1）

式中：Qt 为 t 时刻的平滩流量；β为平滩流量的变化速率，是一个与水流能量大小和河床边界可动性

有关的参数；Qe 为相对某一给定水沙条件下，河床调整达到相对平衡时的平滩流量，可由式（2）表示：

Qe = Kξ b
f Q c

f （2）
式中：Qf 为汛期平均流量； ξ f = Ctf Qf ，称作来沙系数；Ctf 为汛期平均悬移质含沙量；K、b、c分别

为待定系数和指数。

在一定的来沙水沙条件下，河床将不断调整其比降和断面形态，力求挟沙能力与上游来水来沙

相适应。在此调整过程中河床所能达到的最适宜状态，或者说平衡状态，我们称为河相关系。它是

通过某一特征流量，如平滩流量式（1），将河床不同断面的比降、河宽、水深、流速等特征联系在一

起，用以描述冲积河床横断面形态以及河床的总轮廓［20］。如马卡维耶夫公式和 Leopold［21］等都是从稳

定断面形态开始，得到一组描述天然河流河床形态的经验关系式：

St = αS Q
mS

t ；Bt = αB Q
mB

t ；Dt = αD Q
mD

t ；Ut = αU Q
mU

t （3）
式中： St 、 Bt 、 Dt 、 Ut 分别为平滩流量下 t时刻某河段平均比降及入口断面的河宽、平均水深、平

均流速；下标不同的 4种α和 m 为待定系数和指数。

根据式（3）的幂函数形式，我们可以用一概化变量 X 来代表河相关系特征参量：

Xt = αQ m
t （4）
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幂函数形式的河相关系满足非线性系统进行线性化处理的条件，可对式（4）求导得：

dXtdt
= αmQ m - 1

t

dQtdt
= æ

è
ç

ö

ø
÷m 1

Qt

dQtdt
Xt （5）

将式（1）、（2）带入式（5），并转换为微分形式，有：

dXt = æ

è
ç

ö

ø
÷m 1

Qt

dQtdt
Xtdt = mβ æ

è
ç

ö

ø
÷

Qe

Qt
- 1 Xtdt （6）

如果取平滩流量滞后响应模型的多步递推模式［19］来表示Qt 的通解：

Qt = ( )1 - e -βΔt å
i = 1

n
æ
è

ö
ø

e - ( )n - i βΔt
Qei + e -nβΔtQ0 （7）

式中： Q0为 t=0时 Qt 的值，即初始平滩流量；Δt为时段长度；n 为迭代时段数；i为时段编号。

根据微分方程式（6）得到一组描述河相关系的确定性的迭代解。

河流系统是一个自然结构、生态环境和经济社会相互耦合的开放系统，由于水体的流动性，系

统与外界不断进行物质和能量的交换以及信息的传递，从而表现出明显的耗散性和协同性［22］。河流系

统不能完全消除外界影响而独立存在，因此普通微分方程在真实反映河流演化过程的效果要大打折

扣。考虑到河床形态因子受各种因素的影响，比如气候或人为环境扰动，引起水沙条件、河床边界

条件等产生不确定性，因此可参照金融领域的 Black-Shloes模型等经典的随机扩散模型［23-25］，假设河

相关系的动态行为具有随机性，在稳态模型式（6）的基础上增加噪声模型来对其进行分析：

dX ∗
t = mβ æ

è
ç

ö

ø
÷

Qe

Qt
- 1 X ∗

t dt + X ∗
t ζ t = mμ t X ∗

t dt + X ∗
t ζ t （8）

式中： X ∗
t 为河相关系随机特征量； ζ t 为随机噪声； μ t = β æ

è
ç

ö

ø
÷

Qe

Qt
- 1 为漂移项中的流量影响因子。

经典随机微分方程的噪声项通常由高斯白噪声表示。然而其缺点是高斯白噪声只能表现连续性

强、较稳定的随机扰动，而不能控制突发情况的发生。实际的白噪声就像白色光包含所有可见光谱

一样，也包含各种类型的噪声，依据概率分布形式不同，可主要分为高斯白噪声和非高斯白噪声。

其中，常用泊松噪声（也称泊松跳）来模拟的非高斯噪声项，起着重要的传递突发信息的作用。其他

领域的随机研究中已经发现了泊松跳的重要价值，并进行了大量的推广应用［26-28］。此外，传统的线性

思维模式可能并不符合现实情况：天然河流系统就像分子生物系统，并不是纯粹的机械系统，而是

一个生命系统，其可表现出某些自发性和特殊的复杂性。研究表明，真实的系统输入具有长相关和

自相似性特征，而分子布朗运动是描述这种有机随机过程的典型工具。因此，我们有必要将分形理

论也应用进随机微分方程以更好地刻画河相关系的演变特征。考虑到环境变化可能给河相关系带来

较稳定的扰动，或类似脉冲的随机冲击，而这些随机过程不管是发生频率、发生时间或发生强度都

是随机的，因此笔者使用三种流行的噪声模型，包括高斯白噪声、泊松噪声和分数白噪声，进行三

种组合，评估随机微分方程（8）描述河相关系随机演变特征的适用性。详情如下：

2.1.1 简单的高斯白噪声模型

dX ∗
t

X ∗
t

= mμ tdt + σdWt；X ∗
{ }t = 0 = X0 （9）

式中： { }Wt：0 ≤ t ≤ T 为标准维纳过程； m 和σ 分别为漂移项和扩散项参数； X0为初值。

方程式（9）的解可表示为：

X ∗
t = X0exp{ }æ

è
ö
ø

mμ t - 12σ 2 t + σWt （10）
2.1.2 高斯白噪声+泊松噪声组合模型

dX ∗
t

X ∗
t -

= mμ tdt + σdWt + å
j = u∗，d∗

æ

è
çç

ö

ø
÷÷V j

N j æ
è

ö
ø

λ j t
- 1 dN j ( )λ j t ；X ∗

{ }t = 0 = X0 （11）
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式中：V j
为跳跃强度；N j ( )λ j

为两种相互独立的泊松过程；λ j
为跳跃事件发生频率； j = u*，d*分别

表示上跳和下跳；跳跃强度的对数分布规律 ( )Y = ln( )V 可由下面的双指数分布函数表示：

fY ( )y = pηue -ηu y
I{ }y ≥ 0 + qηd eηd y

I{ }y < 0 （12）
式中： ηu > 1， ηd > 0 ， 0 ≤ p = λu

λu + λd ， q = λd

λu + λd ≤ 1。

这里用一个混合方法来模拟跳跃发生的时间点 ( )τ1，τ2，… 。其中，时间差 Ri + 1 = τi + 1 - τi 可根据

参数为1 λ的指数分布律计算，而 λ可根据历史数据进行估计［29］。 X ∗
t 从一个跳跃点到下一个跳跃点之

间按几何布朗运动方式演化。假设一时间点 t 位于两跳跃点 τ1，τi + 1之间 ( )τ1 < t < τi + 1 ，带跳随机微分

方程（11）的离散解可表示为：

ì

í

î

ïï

ïï

X ∗
t = mμ t X ∗

τi
( )t - τi + σ ( )t - τi Z( )t - τi

X ∗
τi + 1

= æ
è
ç

ö
ø
÷mμ t X ∗

t ( )τi + 1 - t + σ ( )τi + 1 - t Z( )τi + 1 - t Õ
j = u∗，d∗

V j æ
è

ö
ø

N j ( )λ j t

Õ
j = u∗，d∗

V j æ
è

ö
ø

N ( )λ j t =

ì

í

î

ïï

ïï

1 当 N ( )λ j t = 0

Õ i = 1
N æ
è

ö
ø

λ j t
V j

i 当 N ( )λ j t = 1，2，3，⋯

（13）

2.1.3 分数白噪声+泊松噪声组合模型

dX ∗
t

X ∗
t - 1

= mμ tdt + σdW H
t + å

j = u∗，d∗

æ

è
çç

ö

ø
÷÷V j

N j æ
è

ö
ø

λ j t
- 1 dN j ( )λ j t ；X ∗

{ }t = 0 = X0 （14）
该模型与模型 2的不同之处在于，含有 Hurst参数 H 的 { }W H

t ， t ≥ 0 是一个分数布朗运动（fBm），它是

一个连续中心化高斯过程，有协方差函数：

R H
t，s = E [ ]W H

t W H
s = 12 ( )t 2H + s 2H - || t - s 2H

（15）
当 H=1/2时，fBm是标准布朗运动，模型 3退化为模型 2。

假设跳跃时间点为 τ1，τ2，…，方程式（14）可以用如下改进的欧拉方法进行离散求解：

ì

í

î

ïï

ïï

X ∗
τi + 1 - = X ∗

τi
exp{ }é

ë
ù
û

mμ t ( )τi + 1 - τi - 12σ 2( )τi + 1 - τi

2H
+ σ ( )W H

τi + 1
- W H

τi

X ∗
τi + 1

= X ∗
τi + 1 - Õ

j = u∗，d∗
V j æ

è
ö
ø

N j ( )λ j t
（16）

其中，为满足“准确与效率”的双重标准，使用一种快速的一维 fBm生成器［30］模拟分数白噪声W H
t ，而

用 Yin［31］的方法处理 fBm的差值：

ΔW H
t = W H

t + Δt - W H
t ， t ≥ 0 （17）

2.2 模型参数的非参数估计法 基于短期序列离散测量值进行参数估计是随机微分方程相关研究中

的一项重要工作。国内外文献中已有大量方法，例如最大似然估计法（MLE）、广义矩估计法、模拟

矩估计法和MCMC方法等，每一种都有自己的独特特征。Sørensen［32］经过详细调查和比较，证明MLE
估计法由于其连续性、渐进正态性、渐进有效性等特征，在弱正则条件下表现最好。并且，MLE在

从扩散项中分离跳跃项方面也具有优越性。因此，针对本研究提出的随机微分方程，下面将使用一

种非参数估计方法，充分发挥 MLE法的优越性，并排除传统参数估计法带来的限制，特别是重点将

放在转移密度函数的有效构建上。

假设 { }xi， i = 0，1，⋯，N 为实测值序列；θ为待定参数集向量（包括确定项河道参数及噪声项

参数）； Pθ ( )ti，xi； ( )ti - 1，xi - 1 ，θ 是从 xi - 1到 xi 的转移密度函数；那么θ 的极大似然函数就为

L ( )θ = Õ
i = 1

N

Pθ ( )ti，xi； ( )ti - 1，xi - 1 ，θ ，下面根据如下步骤采用蒙特卡洛模拟方法对 L ( )θ 进行估计：
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（1）假设时间范围{ }Ft： t ∈[ ]0，T 。实测值时间间隔： Δ = T
N

。考虑时间区间为 [ ]ti - 1， ti ，把该

区间插入 M 个长度为 h = Δ
M

的子区间，那么以 Xti - 1
为初值，利用 Euler-Maruyama算法，就可以通过随

机微分方程的计算得到 Xti
的近似值。重复 R 次，可以得到 R 维向量 { }X r

ti
( )r = 1，2，…，R 。

（2）基于样本矩阵{ }X r
ti

，对于简单的高斯白噪声随机微分方程情况，可以构造如下非参数的核密

度函数来估计转移密度函数：

Pθ ( )ti，xi； ( )ti - 1，xi - 1 ，θ = 1
Rhpi

å
r = 1

R

K
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

xi - X r
ti

hpi
（18）

其中，核函数取标准正态形式，带宽 hpi 取流行的 Silverman［33］形式：

K ( )u = 1
2π exp æ

è
ç

ö
ø
÷- u 2

2 （19）
hpi = ( )4 3 1 5 si R -1/5 （20）

其中 si 表示 { }X r
ti

的标准差。

对于带跳随机微分方程的情况，假设 l r
i = ln ( )X r

i - ln ( )xi - 1 ( )r = 1，2，…，R ，用 mu ， nd 分别表

示时间间隔 Δ内发生上跳和下跳情况的数目，可以用如下 4种条件概率密度函数的泊松加权和来表示

区间 [ ]ti - 1， ti 内的非条件概率密度函数，进而得到转移密度函数：

Pθ ( )ti，xi； ( )ti - 1，xi - 1 ，θ = 1
R år = 1

R

f ( )l r
i （21）

其中， f ( )l = å
mu = 0

∞

å
nd = 0

∞

P ( )nd ，λd P ( )mu，λu fnd ，mu
( )l = e - ( )λd + λu f0，0( )l + e -λu å

nd = 1

∞

P ( )nd ，λd f0，nd
( )l +

e -λd å
mu = 1

∞

P ( )mu，λu fmu，0( )l + å
mu = 1

∞

å
nd = 1

∞

P ( )nd ，λd P ( )mu，λu fnd ，mu
( )l

ì

í
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ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
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ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
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ï
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fl ( )Δ |0，0( )l = 1
2πΔσ

e - 1
2σ 2 Δ ( )l - mμΔ + 0.5σ 2 Δ

2

fl ( )Δ |0，nd
( )l =

η
nd

d

( )nd - 1 ! 2πΔσ 
-∞

0
( )-x nd - 1eηd x - 1

2σ 2 Δ ( )l - x - mμΔ + 0.5σ 2 Δ
2

dx

fl ( )Δ |mu，0( )l =
η

mu

u

( )mu - 1 ! 2πΔσ 0

∞

( )x mu - 1e -ηu x - 1
2σ 2 Δ ( )l - x - mμΔ + 0.5σ 2 Δ

2

dx

fl ( )Δ |mu，nd
( )l =

η
mu

u η
nd

d

( )mu - 1 !( )nd - 1 ! 2πΔσ 
-∞

∞ æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-∞

0^t
( )-x nd - 1( )t - x mu - 1e ( )ηu + ηd xdx × e -ηu t - 1

2σ 2 Δ ( )l - t - mμΔ + 0.5σ 2 Δ
2

dt

P ( )nd ，λ = e -λλ
nd

nd !
（3）对每一个 xi 重复以上步骤，就可以得到极大似然函数。经过对数变换，我们可以用Matlab中

的 fmincon函数求解如下负对数极大似然函数的极小值，从而得到需要的参数估计值：

-logL ( )θ = -å
i = 1

N logPθ ( )ti，xi； ( )ti - 1，xi - 1 ，θ （23）

3 实例分析

3.1 研究区域 黄河下游高村至孙口河段（如图 1）经常出现过流能力明显小于其上下游河段的驼峰现
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象，且在高村附近河底高程抬升幅度最大［34］。笔者也加入众多对此驼峰河段重点关注的学者［34-38］行列，

在此选取 1952年到 2013年间黄河下游高村至孙口段的深泓线纵比降，以及高村站河流横断面形态要

素（河宽、水深、流速）资料［39］作为原始数据，对本研究提出的随机微分方程模型进行非参数估计以

及演变趋势研究。

根据吴保生方法［19］，利用高村站历年平滩流量、汛期平均流量、来沙系数等资料（表 1），通过最

小二乘法得到流量公式（1）中的系数和指数 K、b、c和β分别为 30.26、-0.47、0.42和 0.346。根据该公

式计算高村站平滩流量，并与实测值比较，如图 2所示，得出结论符合较好。

平
滩

流
量

Q
/（m

3 /s）

11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
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1000

0

相关系数 R2=0.87

实测值

计算值

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
年份

图 2 高村站的平滩流量实测值与计算值对比
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北京北京

西安西安 郑州郑州

陶城铺陶城铺

孙口孙口

图 1 黄河下游平面示意图

年份

1952
1953
1954
1955
1956
1957
……

2010
2011
2012
2013

汛期平均值*

流量Qf /（m3/s）
2417.073
2562.967
3531.862
3218.593
2673.74
1838.984

……

1166.422
934.065
1438.495
1219.894

来沙系数ξ f /（kg·s/m6）

0.008022
0.015324
0.013185
0.00953
0.015432
0.019689

……

0.0044746
0.0051032
0.0056784
0.0075583

实测平滩流量
Qm /(m3/s)
6700
5800
5500
5400
5420
5300
……

5300
5400
5400
5800

计算平滩流量
Qc /(m3/s)
7058.3
6693.3
6826.3
7168.8
6795.8
6120.7
……

5711.7
5907.2
6307.3
6196.8

计算值与实测值的
误差/%
5.3
15.4
24.1
32.8
25.4
15.5
……

7.8
9.4
16.8
6.8

表 1 高村站历年汛期平均流量、来沙系数、实测及计算平滩流量

注：汛期为 7至 10月。

3.2 模型参数估计 对于未知参数集 θ ，采用 2.2节介绍方法进行参数估计。本例中，时间区间为

［1952，1982］，初值取 1952年河相关系各特征数据，时间间隔Δ = 1，步长取 Δ
M

= 112 。在单次估值试

算中，由于 Matlab中的 fmincon函数对初值依赖性较强，导致结果失真严重。经过多次尝试确定的解

决方法是：先给模型一个经验初值进行计算，之后每次计算前先计算已得结果的均值作为新的初

值，经过多次重复计算取全体估值的平均值为最终结果。当求解带跳模型的跳跃发生频率

λ j ( )j = u，d 时，可根据其历史数据计算［29］，例如：在离散时间区间［0，T］内，将极端事件（X ≥ x u 或

X ≤ x d）发生次数定义为n j
，则λ j = n j T 。对于本例中的河相关系特征量，使用 1000个样本重复计算

5000次，从而得到估计结果。此外为便于对比分析，应用最小二乘法估计计算了确定性方程（6）的参数m。

3.3 模拟计算 基于以上的模型参数估计结果，可以通过多次重复计算（5000次），近似得到 3种模

型条件下全时段的河相关系概率分布演化结果。其中特别是，在一给定跳跃强度条件下，通过最大

化随机分布均值与实测值的相关系数，从而可近似估计出最优跳跃发生时间点。如图 3—图 6为不同
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条件下的河相关系概率演化结果与实测数据的平面对比关系图。

从图 3—图 6可以看出，模拟的概率稳定分布图与实测值趋势总体相同，在一定程度上证明了随

机微分方程描述河相关系动态演化趋势的有效性。然而对于模型 1来说，问题是，在 1990年左右随

机平均解大幅度偏离真实值；似乎跟预想的一样，高斯白噪声驱动的随机过程连续性有余，突变性

不足，局部模拟值过大或过小，这无疑凸显了模型对突发情况模拟能力的不足。实际动态河流系统

可能需要更加复杂的噪声模型来刻画，现在的白噪声还不足以满足要求。就像有足够的离心力才能

使得汽车平衡保持在赛道，白噪声随机方程还需要进一步加强。

测量值 确定性解 随机平均解
95%置信区间 上下四分位限

1.61.51.41.31.21.01.00.90.80.71952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
年份

1.61.51.41.31.21.01.00.90.80.7

1.61.51.41.31.21.01.00.90.80.7

（
S/0

.11
98）

/‰

（a）模型 1结果

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（b）模型 2结果

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（c）模型 3结果

图 3 3种模型条件下比降的概率分布演化与实测值对比

3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0

（
B/6

46.
71）

/m
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0

3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0
1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012

（c）模型 3结果

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（b）模型 2结果

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（a）模型 1结果

图 4 3种模型条件下河宽的概率分布演化与实测值对比

测量值 确定性解 随机平均解
95%置信区间 上下四分位限

年份

年份 年份

年份 年份

（
B/6

46.
71）

/m
（

B/6
46.

71）
/m

（
S/0

.11
98）

/‰
（

S/0
.11

98）
/‰

包含高斯白噪声和对数正态分布泊松噪声的随机微分方程最早由 Merton［40］用于研究股票期权波

动。考虑到气候条件突变或人为扰动可能给河相关系带来类似脉冲的随机影响，而这些随机过程不

管是发生频率、发生时间或发生强度都是随机的，因此笔者考虑在高斯白噪声模型基础上，增加泊

松跳来对河相关系进行研究。在该部分，河相关系的演化过程由几何布朗运动表示的连续性过程与

泊松跳表示的非连续性过程组成。可以看出，跟图 3—图 6中各子图（a）相比，各子图（b）的计算结果

有了大幅度提升，特别是，平面概率稳定带明显从平缓变得更加精致化，随机平均解也更加贴近真

实解的变化。这证明带有泊松跳的随机微分方程能显著提高模拟水平，是基础随机理论的一个重要

扩展。唯一的遗憾是图 3—图 6的（b）中局部突出的变量大大超出了自定义的有效区域解范围。某些

时刻，较大（或较小）的河相关系特征量会发生过大的突变。因此带跳随机方程还不完美。除了突发

性，可能还需要增加考虑非线性。

分数布朗运动的研究最早可追溯到 1940年代。Mandelbrot and Aizenman［41］命名并大大推动了分形

理论的发展。如今其已广泛应用于自然科学和工程科学的广泛领域，例如水力学中的湍流研究。因
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此，笔者建立了分数-带跳随机微分方程。整体来看，图 3—图 6中各子图（c）比相应子图（b）表现更

好。对于河宽和流速算例，是由于其 Hurst参数（0.3490和 0.3014）距离 0.5较远，因此促成了显著地时

增扩散现象。换句话说，河宽和流速过程时间序列是显著负相关的，在相邻时间点之间长期发生高

低值转换现象。同时，对于比降和水深，该模型（3）计算结果与带跳模型（2）计算结果十分接近，均

成功预测出了局部跳跃点，但也漏掉了一些。还有令人遗憾的是，仍然有大量散点远离概率图中的

核心有效区间。笔者怀疑可能是由于真实的泊松项要远比我们这里的简单概化方法更复杂，其跳跃

过大或过小都不合适。可能有效的改进手段包括在跳跃强度或跳跃频率中增加缩放因子，或者将本

文随机模型中的互不相关噪声改为有相关关系的噪声。

4 模型讨论与应用

4.1 模拟比较 从图 3—图 6可以看出，应用随机微分方程，传统的确定性的河相关系解进化成为一

种概率稳定带，从而为河流控制和河流管理提供了一种重要的新思路。显然，如果外轮廓令人满

意，模型好坏评判准则主要是与有效区域解，或者，随机平均解与测量值相关度（如，相对误差-δ；
Nash-Sutcliff系数-NSE）等有关。也就是说，假如我们定义离散值在概率分布平面演化图中的发生概

率为有效概率，内限值为有效稳定宽度；那么可以说，有效概率越大，有效稳定宽度越小，随机平

均解与测量值的相对误差越小、Nash-Sutcliff系数越大，模型整体评价越高。所以，考虑到以上因子

对模型调查和比较的重要意义，在图 7—图 8中基于上文的概率分布演化结果，给出相对有效稳定宽

度、相对误差、Nash-Sutcliff系数的演化和比较结果图。结合图 3—图 6，接下来我们对各河相关系特

征量给出针对性的模型比较和最优建议。

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（c）模型 3结果

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（b）模型 2结果

1952 1962 1972 1982 1992 2002 2012
（a）模型 1结果
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图 5 3种模型条件下水深的概率分布演化与实测值对比 图 6 3种模型条件下流速的概率分布演化与实测值对比
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（1）比降：图 3—图 6表明泊松跳能够大幅度提高系统动态演化的模拟效果。简单高斯白噪声模

型理应被抛弃。同时根据图 7—图 8可以判断，分数-泊松模型由于较小的有效稳定宽度、较大的有

效概率和 NSE系数，要胜过简单带跳随机模型。

（2）河宽：与比降算例类似，根据图 3—图 6，我们可以直观发现后两种泊松模型胜过简单白噪声

模型的地方。然后，再分析图 7—图 8可以发现，简单带跳随机模型并没有大幅度落后分数-泊松模

型，其有效概率稳定宽度在后半段大部分时间，和 NSE系数在全程的表现，均领先对手。分数-泊松

模型的优势是相对误差-δ较小、随机均解的波动情况模拟较好。综合来看，两种泊松模型应该结合

在一起作为河流管理的参考资源。

（3）水深：与以上两算例不同，图 3—图 6和图 7—图 8均显示出高斯白噪声+泊松噪声模型在模拟

水深动态演进过程中的优势，换句话说，水深主要受到突发随机事件的线性影响。

（4）流速：从图 3—图 6和图 7—图 8可以看出，分数-泊松模型要优越于高斯-泊松模型，特别是

在随机均解波动情况的模拟、相对误差和 NSE系数上的表现。显然分数-泊松模型更令人信服。
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图 7 基于随机微分方程计算的河相关系有效概率稳定宽度时变演化
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模型-1
（δ=3.95%，
NSE=-1.52）

模型-2
（δ=0.61%，
NSE=0.19）

模型-3
（δ=1.08%，
NSE=0.26）

模型-1
（δ=11.49%，
NSE=-0.21）

模型-2
（δ=16.05%，

NSE=0.42）

模型-3
（δ=5.12%，
NSE=0.34）

模型-1
（δ=2.15%，
NSE=-0.54

模型-2
（δ=9.98%，
NSE=0.03）

模型-3
（δ=7.28%，
NSE=0.24）

模型-1
（δ=-24.60%，

NSE=-0.06

模型-2
（δ=-3.35%，

NSE=0.23）

模型-3
（δ=9.91%，
NSE=0.24）

图 8 基于随机微分方程计算的河相关系随机平均解与实测值比较
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从图 9（a）中可以看出，河床稳定指数从 1986年左右开始大幅下滑，在此期间，其随机均值几乎

跌破 Zw=5的游荡阈值线，直到接近 2000年才又逐渐增大并回到分汊区间（5<Zw<15）。与此同时，高

村站的水流强度经历缓慢增加过程（图 9（b）），且在 2000年之后经受的冲深作用大于展宽作用（图 9（c））。

其原因，经过查找文献，我们可以了解到，是由于上游小浪底水库的运行化解了下游长期少水多沙

的负担。这也与相关研究［35］做出的结论，认为驼峰现象与水流流量大小成反比相吻合。整个图 9显示

出，河流稳定性的低谷已经在 1999年被挽救，然而 2008年左右出现的危机依然值得关注。并且，概

率分布稳定宽度与随机均值间的正相关关系，也提醒我们未来需要提高对黄河下游河道演变的警戒

水平。此外，考虑到测量解并不能完全反应真实变化过程，例如 2000年左右的宽深比系数（ζ）， 我

们也因此可以看出随机微分方程的优越性。换句话说，对河相关系特征量个别单独的测量值并不能

帮助我们很好地了解河流系统性的变化，而在仅有少量汛期流量和悬移质沙量的有限条件下，我们

可以通过本研究的随机方法表示的，例如宽深比系数（ζ），来进行河流的系统性评估。通过 Zw、ζ、Ω
的随机均值与平滩流量相关系数的比较 （表 2），我们可以得知流量主导的黄河下游适合用随机状态

空间上的河流功率（Ω）来系统表征。近年我们收集的最新资料显示，受水利与水土保持工程拦截、上

游水库调节、沿河用水增加及气候变化等多重因素影响，黄河干流水沙形势发生了明显变化，表现

为来水来沙量的持续减小。在新的水沙形势和河道状况下，河道自身过流能力显著增强，同时中小

流量出现的机率增加。这些都降低了洪水漫滩的机会。而长期相关的影响还需要进行系统性地测

量、识别和评估。本研究具有重大的理论和现实意义。
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图 9 基于分数-泊松随机微分方程计算的河床稳定指数、宽深比系数和河流功率随机演化图

总结来看，分数-泊松模型较适合模拟比降和流速的演进，两种泊松模型最好结合起来共同管控

河宽，而简单高斯-泊松模型对于探索水深特征已经足够。

4.2 系统应用 系统稳定性的评估始终都是理解河流的必要工作。有一些很好的方法已经用于从整

体上描述河流系统，包括能够区分河型的河床稳定指数（Zw）
［42］（游荡型：Zw<5； 分汊型：5<Zw<15；

弯曲型： Zw>15），代表河岸侵蚀强度的宽深比系数（ζ），以及表示水流强度的河流功率（Ω）（式

（24））。接下来，我们将使用分数-泊松随机微分方程对沿高村站向下游的 Zw、ζ、Ω进行概率分布演

化的统计计算，结果如图 9所示。
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5 结论

河流是一个由流量驱动，以河相关系为重要表现形式的动态系统。本文通过在确定性方程基础

上加入随机噪声模型（包括简单高斯白噪声模型、高斯-泊松模型和分数-泊松模型），成功地建立并

应用随机微分方程研究了黄河下游高村-孙口段的河相关系随时间演化的概率分布动态演化过程，为

河流基础理论做出了重要贡献，同时为相关河流决策提供了一个新思路。本方法可以帮助我们在有

限的条件下系统性地掌握河流变化特征。通过模型比较，本文认定同时考虑非线性和突发性扰动特

征的分数-泊松扩散模型是适宜研究河相关系随机演化特征的较优模型。未来将把该方法进行更多的

推广应用和进一步的完善，包括避免使用简化的噪声模型，而使用互相相关的更真实的复杂噪声模

型等。
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Modeling and research of stochastic differential equations for hydraulic geometry relationship

SONG Xiaolong1，2，ZHONG Deyu1，WANG Guangqian1

（1. State Key Laboratory of Hydro-science and Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China；

2. State Key Laboratory of Hydraulic Engineering Simulation and Safety，Tianjin University，Tianjin 300072，China）

Abstract：Uncertainty in flow-sediment input and channel boundary of restriction caused by environmental
change （such as clclimatic events） pose difficulties for the accurate acquisition of information on river mor⁃
phology dynamics. In this study， a set of stable stochastic differential equations （SDEs） are developed to
simulate the dynamic probability distributions of typical hydraulic geometry variables represented by slope，
width， depth and velocity with varying bankfull discharge at certain moment in river system. The random
parts of each equation are modeled based on single Gaussian white noise and further on compound Gauss⁃
ian/ Fractional white noise plus Poisson noise. Consistent estimate of the SDEs parameters are conducted us⁃
ing a composite nonparametric MLE method. The stochastic models are examined with Monte Carlo simula⁃
tion in a lower Yellow River case，and results successfully reveal the potential responses of hydraulic geom⁃
etries to stochastic disturbance，and especially， the average trends mainly run to synchronize with the mea⁃
sured values. Comparisons among the three models confirm the advantage of Fractional jump-diffusion mod⁃
el，and through further discussion，stream power on the basis of such model is concluded as the better sys⁃
tematic measure of river dynamics. The proposed stochastic approach is new to the field of fluvial relation⁃
ships，and its application could help to design and monitor river system with the specified accuracy require⁃
ments.
Keywords：hydraulic geometry；stochastic differential equation；environmental change；river management
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