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异参离散广义Nash汇流模型及应用
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摘要：在广义 Nash 汇流理论基础上发展而来的离散广义 Nash 汇流模型，概念明确，结构简单，便于应用，但模

型中各线性水库的调蓄参数 K是相同的，致使其在河道地形（坡降和断面形状）变化较大河段应用时有其局限性。

通过引入异参瞬时单位线及其 S 曲线，在离散广义 Nash 汇流模型概念解析的基础上，推导得出了异参离散广义

Nash 汇流模型，从而丰富了现有广义 Nash 汇流理论，扩大了离散广义 Nash 汇流模型的适用范围。实例分析表

明，由于考虑了参数 K的空间异质性，异参离散广义 Nash 汇流模型可以进一步提高河道洪水的模拟精度。
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Nash 瞬时单位线作为流域汇流的经典理论，在水文学发展历程上具有里程碑意义［1］，极大地推

动了流域汇流理论的发展，是目前应用最为广泛的汇流计算方法之一。作为地表汇流的通用方法，

Nash 瞬时单位线同样适用于河道汇流，闫宝伟等［2］基于 Nash 瞬时单位线推导了河道洪水演算的完整

公式，将河槽初始蓄水量的退水过程包含进来，创建了广义 Nash 汇流理论［3］，并进一步建立了离散

广义 Nash 汇流模型，将下游河道出流表达为时段初、末入流量与当前及之前若干时刻出流量的线性

组合，系数由 S 曲线唯一确定［4］。S 曲线是 Nash 瞬时单位线的积分函数，表征的是单位持续入流经过

n个相同线性水库的连续调节，在出口断面形成的出流过程［5］。调蓄参数 K是反映河道洪水传播时间

的参数，与河道地形（坡降和断面形状）有关，这 n个水库具有相同的参数 K，意味着河道的地形变化

比较均匀，当地形变化较大时，各个水库的参数 K也将不同，此时宜采用异参瞬时单位线及其形成的

异参 S 曲线［6］，相应的，离散广义 Nash 汇流模型将演化为异参离散广义 Nash 汇流模型。非零初始条

件下，高阶异参 Nash 汇流系统微分方程的求解将变得非常困难，致使异参情形下广义 Nash 汇流公式

难以通过求解微分方程的方式直接获得。本文将另辟新径，通过对离散广义 Nash 汇流模型的概念解

析和数学推导，构建异参离散广义 Nash 汇流模型，并分析其应用效果。

1 离散广义 Nash 汇流模型的概念解析

根据闫宝伟等［4］的研究，离散广义 Nash 汇流模型的计算公式为：

Ot + 1 = å
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n - 1
å
i = 0

j ( )-1 i

j ! C i
j ( )1 - Sn - j Ot - i + Sn It +
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Si ΔIt + 1 （1）
式中： C i

j 为组合数计算公式； Ot ± i 为河段在 t ± iDt 时刻的出流； Dt 为计算时段长； It 为河段在 t时

刻的入流； DIt + 1 为时段［t，t+Dt］内的入流增量；n、K为模型参数；Si由下式计算：
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根据 S 曲线的定义，Si表示持续单位入流经过 i个水库的连续调节在时段末形成的出流。离散广

义 Nash 汇流模型的计算公式表明，下游断面的出流是由式（1）右边三项组成，其中第一项表示河槽当

前蓄水量的退水流量，是由每个水库的初始蓄水量经由后面水库调蓄后形成流量的叠加；第二项表

示当前入流经河槽调蓄形成的出流，由Si的定义知，其表示当前入流 It持续不变时经过 n个水库的连

续调节在时段末形成的出流；第三项表示时段初、末的入流增量经河槽调蓄形成的出流，由 Si的定

义和线性水库的蓄泄关系知，KSi表示持续单位入流时每个水库在Dt时段内的蓄水量，则 å
i = 1

n

KSi Dt

表示单位入流形成的槽蓄量的比例，1- å
i = 1

n

KSi Dt 则表示流出河槽水量的比例。概括来讲，下游断

面的出流是由留在河槽中的“旧水”和上游入流的“新水”产生的。“新水”一部分流出下游断面，成为

出流的一部分，另一部分则留在河槽中补充“旧水”，“旧水”消退，成为出流的另一组成部分，如此

循环往复，则形成了下游断面的出流过程。

2 异参瞬时单位线及其 S 曲线

流域的调蓄性能受地理特征的影响，具有空间异质性。Nash 瞬时单位线将流域的调蓄作用等效

为多个相同线性水库的连续调节，对于地形变化较均匀的流域，这种概化有一定的合理性，而对于

地形变化比较大的流域，调蓄作用的空间差异受地形地貌影响将更加显著。为考虑流域调蓄作用的

空间异质性，Singh［7］提出了两个线性水库调蓄作用不同，即参数 K相异时的瞬时单位线。Bhunya 等［8］

提出了两个水库的 K成比例时的瞬时单位线。张文华等［6］则进一步推导了 n个水库相异情形下的异参

瞬时单位线：

un ( )t =å
j = 1

n K n - 2
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Õ
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n
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（3）

其中，Ki（i=1，…， n）为第 i个水库的调蓄参数（此处为正向编号，即最上游水库编号为 1，最下游水

库编号为 n）。相应的，由异参瞬时单位线形成的异参 S 曲线为：
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则 Sn ( )t 表示 1 个单位的持续入流经过 n个不同调节性能水库的连续调节，在出口断面形成的出

流过程。若进一步定义滞蓄曲线，有：

R ′
n ( )t = t

+∞
un ( )t dt =å

j = 1

n K n - 1
j e

- t
Kj
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i = 1, i≠ j

n
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（5）

则 R ′
n ( )t = 1 - Sn ( )t ，表示 1 个单位持续入流在流经这 n个水库时，滞留在这些水库或流域的流量

过程。

异参瞬时单位线是对流域调蓄作用的更精确的概化，是 Nash 瞬时单位线在理论上的进一步拓

展，由于其考虑了调蓄性能的空间异质性，对于地形变化较大的流域，尤其适用。离散广义 Nash 汇

流模型是在 Nash 瞬时单位线的基础上发展而来的，致使其在河道地形变化较大河段应用时有其理论
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局限性，异参瞬时单位线的引入可以反映各子河段对洪水调节性能的差异，从而提高整个河段洪水

的模拟精度。

3 异参离散广义 Nash 汇流模型

离散广义 Nash 汇流模型的概念解析表明，下游断面的出流是由留在河槽中的“旧水”和上游入流

的“新水”产生的，分别用 Oold和 Onew表示，则：

O old
t + 1 = å

j = 0
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j ( )-1 i

j ! C i
j ( )1 - Sn - j Ot - i （6）

O new
t + 1 = Sn It +
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÷1 - K

Dt åi = 1

n

Si DIt + 1 （7）
对于异参线性水库系统，由于 Sn（t）表示单位持续入流经过 n个不同调节性能水库的连续调节，

在出口断面形成的出流过程，则由线性水库的蓄泄关系可知，KiSi表示持续单位入流时第 i个水库在

△ t时段内的蓄水量，则 1 -å
i = 1

n

Ki Si Dt 表示流出河槽水量的比例。因此，异参情形下上游入流，即

“新水”产生的出流为：

O new
t + 1 = Sn It +

æ

è
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ø
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Dt åi = 1

n

Ki Si DIt + 1 （8）
由此，通过离散广义 Nash 汇流模型的概念解析，即可演绎出“新水”形成的出流 Onew，下面继

续分析河槽中的“旧水”产生的出流 Oold。简便起见，假设最下游水库编号为 1，最上游水库编号为 n，
即对这 n个水库进行逆向编号，则由水量平衡方程可得第 i个水库的调蓄方程为：

Ki

dOi (t )dt + Oi ( )t = Oi + 1( )t （9）
基于广义 Nash 汇流理论，河槽当前蓄水量的消退过程是各水库当前蓄水量经后面水库连续调节

后叠加而成。由式（9）可知，各水库当前时刻的出流量分别为：

O1( )t = O ( )t
O2( )t = O ( )t + K1O ′( )t

O3( )t = O ( )t + ( )K1 + K2 O ′( )t + K1K2O ″( )t

O4( )t = O ( )t + ( )K1 + K2 + K3 O ′( )t + ( )K1K2 + K1K3 + K2K3 O ″( )t + K1K2K3O
( )3 ( )t



Oj ( )t = O ( )t + å
p = 1

j - 1
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r1 ,…,rp = 1
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j - 1
( )Kr1

…Krp
O

( )p ( )t

（10）

由线性水库的概念可知，第 j个水库当前时刻的蓄水量为 Kj Oj ( )t ，将其作为瞬时入流注入河

道，形成的时段末出流为 Kj Oj ( )t u j ( )Dt ，则所有水库当前蓄水量形成的时段末出流为：
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式（11）表明，该退水过程最终可以表达为当前时刻 O ( )t 的 0 ~（n-1）阶导数的线性组合，即

O old
t + 1 = å

p = 0

n - 1
ApO

( )p
t （12）

式中， Ap ( )p = 0，…，n - 1 分别为 O ( )t 各阶导数的系数，则：
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同理，可得：

Ap =å
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j e

- Δt
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Õ
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Ap是在逆向编号的情形下推导得出的，其计算公式表明，Ki具有对称性，因此，正向编号情形

下，Ap的计算公式同式（15）相同，由此保证了 Oold与 Onew是在同一编号系统下进行计算的。采用前向

差分近似计算 O（t）的各阶导数，即：

O
( )p
t = 1

Dt p å
i = 0

p

( )-1 i C i
p Ot - i （16）

若进一步定义无量纲参数：

Rp =
Ap

Δt p （17）
则当 p=0 时，结合式（5）滞蓄曲线的定义，可知 R0 = R ′

n ( )Δt ，表示 1 个单位的持续入流流经 n个

水库时在 Dt 时刻的滞蓄流量。当 p>0 时， Rp 的物理含义尚需进一步研究。

联立式（12）、式（16）与式（17），可得：

O old
t + 1 = å

p = 0

n - 1
å
i = 0

p

( )-1 i C i
p Rp Ot - i （18）

根据离散广义 Nash 汇流模型的概念解析，下游断面的出流是由留在河槽中的“旧水”和上游入流

的“新水”共同产生的，则有：

—— 877



Ot + 1 = å
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该式即为异参离散广义 Nash 汇流模型的计算公式，可以看出，它与离散广义 Nash 汇流模型具有

相同的结构。

4 实例分析

由模型的结构可知，异参离散广义 Nash 汇流模型更加适用于河道地形变化较大的河段，选取汉

江中游黄家港-襄阳河段进行模型的应用研究。黄家港水文站位于丹江口水利枢纽坝址下游 6 km 处，

为丹江口水库出库控制站，集水面积为 95 217 km2；襄阳水文站位于丹江口水库下游 111 km 处，是

汉江中游的重要控制站，集水面积为 103 261 km2，地理位置及河道形势如图 1 所示［9］。黄家港-襄阳

河段地处丘陵平原区，山丘阶地及人工束窄段与平原宽谷段相间分布，在平面上呈明显的藕节状，

宽段主泓摆动较大，洲滩较多，窄段较单一［9］，断面形状沿程变化较大。图 2 进一步给出了该河段的

高程变化。从图 2 可以看出，山丘阶地段河道坡降较大，而平原宽谷段河道坡降较小，束窄段与宽谷

段相间分布的特点使得该河段坡降呈现出起伏变化的规律。总之，该河段的断面形状和坡降沿程变

化较大，宜采用异参离散广义 Nash 汇流模型进行河道洪水演算。

图 2 黄家港-襄阳河段高程变化
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图 1 研究河段地理位置及河道形势

根据黄家港、襄阳水文站 1970—1989 年的洪水

摘录资料，选取该河段区间来水所占比重较小的 6 场

洪水过程（计算时段△ t=3 h）进行模拟。为了保持水量

平衡，将区间来水按比例均匀分摊到上游断面来水。

为了展示异参离散广义 Nash 汇流模型的模拟效果，

检验其预报能力，选取离散广义 Nash 汇流模型进行

对比。 SCE-UA 算法具有全局收敛性、鲁棒性和通

用性等优点，已成为水文模型参数率定常用的优化方

法［10］。SCE-UA 算法的参数较多，但大都可以采用已

有研究成果的默认值，只有复合形个数需要根据具体

问题确定，根据文献［10］的研究，本文复合形个数取为 5。以均方根误差最小为目标函数，采用

SCE-UA 算法进行模型的参数率定，得到离散广义 Nash 汇流模型的参数 n=3，K=3.63 h，异参离散广

义 Nash汇流模型的参数 n=3，K1=1.52 h，K2=9.26 h，K3=1.53 h。参数 K反映了线性水库调蓄性能的差

异，离散广义 Nash 汇流模型的 3 个线性水库具有等效性，实质是对河段的地形差异做了均化处理。
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而异参离散广义 Nash 汇流模型的 3 个线性水库中有两个近似相同，而另一个与这两个相差较大，因

此能够更加客观地反映地形差异对河槽调蓄性能的影响，理论上可以提高河道洪水的模拟精度。

两种不同方法的精度评价结果见表 1，离散广义 Nash 汇流模型的洪峰相对误差基本在 8%以内，

均值为 4.34%，而异参离散广义 Nash 汇流模型的洪峰相对误差有所减小，均值为 2.59%。洪水过程的

模拟结果如图 3 所示，较之离散广义 Nash 汇流模型，异参离散广义 Nash 汇流模型均有不同程度的提

高，模拟结果与实测过程线也更为接近，尤其是洪峰附近，6 场洪水的平均确定性系数达到 0.9766，
较离散广义 Nash 汇流模型的平均确定性系数 0.9672 有一定程度提高。模拟结果表明，较之离散广义

Nash 汇流模型，由于考虑了参数 K的空间异质性，使得异参离散广义 Nash 汇流模型具有更强的适用

性，在河道地形变化较大的河段尤其适用。

表 1 河道洪水演算精度评价结果

洪号

19741001
19750929
19800702
19810820
19810907
19840921
平均值

洪峰实测值

/（m3/s）
19371
21075
10300
11147
10110
13165

洪峰计算值/（m3/s）
DGNM
20342
21910
10567
11744
10922
13309

异参 DGNM
18960
21655
10183
11516
10531
12893

洪峰相对误差/%
DGNM

5.01
3.96
2.59
5.36
8.03
1.09
4.34

异参 DGNM
-2.12
2.75

-1.14
3.31
4.16

-2.07
2.59

确定性系数

DGNM
0.9857
0.9918
0.9135
0.9695
0.9636
0.9789
0.9672

异参 DGNM
0.9889
0.9948
0.9337
0.9747
0.9805
0.9867
0.9766

注：DGNM 为离散广义 Nash 汇流模型；洪峰相对误差的平均值是指洪峰相对误差绝对值的平均值。

图 3 洪水过程模拟结果
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5 结论

根据离散广义 Nash 汇流模型的概念解析，下游断面的出流是由留在河槽中的“旧水”和上游入流

的“新水”共同产生的。其中，“旧水”产生部分可看作是河槽当前蓄水量的退水过程，将各线性水库

的当前蓄水量作为瞬时入流，借由瞬时单位线的概念叠加各水库瞬时入流在出口断面的出流过程，
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即可得到相应的退水过程；“新水”产生部分是上游当前入流及其增量经由各线性水库连续调节而

得。离散广义 Nash 汇流模型中各水库的调蓄参数 K是相同的，表明该模型主要适用于河道地形变化

较小的河段，对于河道地形变化较大的河段，引入异参瞬时单位线及其 S 曲线，在离散广义 Nash 汇

流模型概念解析的基础上，推导得出了异参离散广义 Nash 汇流模型，从而丰富了现有广义 Nash 汇流

理论，扩大了离散广义 Nash 汇流模型的适用范围，实例分析也表明，一定程度上还可以提高模型的

模拟精度。
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Discrete generalized Nash model with unequal storage parameters and its application

YAN Baowei1，LI Zhengkun1，HUO Lei1，ZHANG Jun2，YANG Wenfa2

（1. School of Hydropower and Information Engineering， Huazhong University of Science and Technology， Wuhan 430074，China；

2. Bureau of Hydrology，Changjiang Water Resources Commission，Wuhan 430010，China）

Abstract：The discrete generalized Nash model （DGNM）， developed on the basis of the generalized Nash
flow routing theory， is clear in concept，simple in structure and easy to apply. However， the storage param ⁃
eter K of each linear reservoir in the model is uniform，which restricts its application in the reach where
the river topography （slope and channel shape） changes greatly. The instantaneous unit hydrograph with un⁃
equal storage parameters and its S curve are introduced. The DGNM with unequal storage parameters is de⁃
rived based on the further conceptual interpretation of the DGNM， which enriches the existing generalized
Nash flow routing theory and expands the application scope of the DGNM. The case study shows that the
modified DGNM， with the consideration of the spatial heterogeneity of parameter K， can further improve
the accuracy of river flood simulation.
Keywords： discrete generalized Nash model； river flood routing； instantaneous unit hydrograph with un⁃
equal storage parameters
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