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混凝土骨料随机分布的分形研究及其对破坏特性的影响
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摘要：混凝土的破坏特性和损伤破坏形态具有明显的离散性和随机性，骨料的随机分布形态是重要的影响因素之

一。但是对骨料分布的量化表征一直是比较棘手的问题。在假定混凝土是由骨料、砂浆及两者之间的界面组成的

三相复合材料基础上，建立了细观混凝土力学模型。对 36 组不同骨料分布形式下的混凝土试件的单轴拉伸力学

行为进行了数值研究，并利用盒维数和多重分形谱表征骨料分布，研究其随机分布规律以及对混凝土破坏特性的

影响。发现多重分形谱较盒维数可以更好地提取局部细节特征，为骨料分布的量化研究提供了一种新的方法。进

而统计分析了骨料分布多重分形谱谱宽与拉伸强度、软化段曲线（脆性）和裂纹分布盒维数的相关关系，研究表明

骨料分布多重分形谱谱宽与拉伸强度和脆性呈反相关关系，与裂纹分布盒维数成正相关关系， 即骨料分布多重

分形谱谱宽越小，骨料分布越均匀，峰值应力越大，脆性越明显，裂纹扩展越规则，裂纹分布盒维数越小。该研

究有助于加深对混凝土破坏特性和开裂破坏形态的认识。
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1 研究背景

混凝土的应力-应变全曲线是其力学性能全面的宏观反应，也是混凝土结构设计及数值仿真的基

础［1］。然而，由于混凝土是一种由水泥砂浆、骨料及其他各类掺和料组成的多相复合材料，即使是同

一标号、同一级配的混凝土，相同的养护条件和龄期，最终得到的混凝土材料力学特性还是具有一

定的离散性，尤其是其非弹性阶段破坏特性的离散性更为明显，其损伤破坏形态也呈现出很大的随

机性。这不利于混凝土性能的研究和损伤破坏的控制。因此，对混凝土强度及应力-应变曲线软化段

离散性以及最终损伤破坏形态的随机性规律进行研究具有重要的科学和实用意义。

本质上，混凝土的宏观力学性能与其细观结构密切关联，混凝土的宏观破坏特性的离散性源于

其内部组成的非均质性。因此，混凝土中骨料的含量、形状、空间分布、初始缺陷等都是导致混凝

土应力应变曲线离散、破坏形态随机的原因。研究表明，同样配比的混凝土试件，不同的骨料随机

分布，其线弹性力学特性相当一致，但反映其破坏特性的峰值强度和下降段曲线不同，裂纹形态各

异［1］。Unger 等［2］指出造成混凝土材料随机非均匀性的最重要因素是骨料的空间分布形式。李杰等［3-4］

构建了混凝土随机损伤力学理论体系，给出了混凝土在单轴受压时的应力-应变全曲线的均值与均方

差。Wang 等［5］通过数值模拟发现，骨料不同的空间分布会对混凝土在外荷载作用下产生的初始微裂

纹及后续宏观裂纹的位置（即裂纹扩散路径）产生一定的影响，进而使得混凝土宏观强度和下降段软

化曲线存在一定的差异。Kim 等［6］研究表明，微裂纹的分布完全依赖于骨料分布。杜修力等［1］发现不

同骨料分布形式下的混凝土压缩强度和软化曲线均服从双参数 Weibull分布，且软化段上应力值的离

散性比峰值点应力的离散性大。
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上述研究工作提高了人们对混凝土强度及软化段曲线随机性和离散性的认识，但局限于从统计

学的角度对强度及软化曲线进行研究，缺乏对骨料分布形态的量化表征。实际上，骨料分布具有很

大的随机性，难以简单地用概率分布进行表征。此外，混凝土结构在外荷载作用下损伤裂纹扩展形

态不规则，且分布具有随机性，对其量化评价也一直是棘手问题。所以，骨料分布对混凝土破坏性

能及其破坏形态的影响，需要引入新的方法进行深入研究。分形以及多重分形理论和方法［7］是近年来

兴起的专门研究不规则问题的有效方法，能够对不规则图形进行表征和量化［8-12］。

本文采用数值模拟方法，对单轴拉伸混凝土试件进行研究，建立细观混凝土力学模型，模拟 36
组不同骨料分布形态下混凝土试件的单轴拉伸宏观力学性质及破坏形态，进而基于分形理论和方

法，对骨料分布以及损伤破坏的裂纹分布形态进行量化，从而对骨料分布形态、混凝土峰值强度、

脆性以及损伤破坏形态之间的关系进行研究，以期揭示骨料分布形态对混凝土破坏性能和损伤破坏

形态的影响规律和机制。

2 分形理论与方法

2.1 盒维数 分形几何是由法国数学家 Mandelbrot于 1970 年代提出并发展起的一门新的数学科学［13］。

它以自然界不规则以及杂乱无章现象为研究对象，其产生后很快被用于材料的微细观结构及其受力

变形特性研究［14-16］。分形维数是分形理论核心内容之一，是一种度量复杂形态的方法。在多种计算分

形维数的方法中，盒维数法定义直观，计算简便，应用广泛，能够有效地计算图形的分形维，其计

算公式如下：

D = Lim
L→ 0

lg N ( )L
lg ( )1 L

（1）
式中：D为所求骨料分布的盒维数；L为正方形盒子的边长，以 1 2k 变化（k = 0，1，2，⋯）； N ( )L
为用边长为 L的盒子去覆盖整体骨料分布所需要的盒子数。

通过不断改变盒子尺寸来改变覆盖图形的盒子总数，得到一系列 ( )L，N ( )L ，绘制 lgN ( )L - lg( )1 L

关系曲线。如果曲线满足线性关系，则证明图形具有自相似性，其斜率便是该分形图像的盒维数，

可以利用分形几何理论来研究。

2.2 多重分形维 多重分形通过用一个谱函数来描述分形体不同层次的生长特征，从系统的局部出

发研究其最终的整体特征［17］。多重分形又称为多重分形测度，是定义在分形上的多个标度指数的奇

异测度所组成的集合［18］。盒维数法仅统计存在像素点的盒子个数，不能统计盒子中所包含的像素点

个数。因此，盒维数法计算得到分形维数只能对整体的分形特征进行表述，而无法描述分形体的局

部分形特征。多重分形考虑盒子内像素或其他物理量的差距，通过归一化分析获得一个概率分布

集，再计算得到多重分形谱，从而揭示结构局部的细节信息，这一方法得到了广泛应用［19-22］。

多重分形描述的是分形几何体在生长过程中不同的层次和特征。把研究的对象划分为 N个小区

域，设第 i个小区域线度大小为 εi ， Pi 为该小区域测度（例如概率或质量），且 å i = 1
N Pi = 1 。对不同的

小区域 Pi 也不同，可用不同的标度指数 αi 来表征，即［17-18］：

Pi ∝ εi

αi ( )i = 1，2，⋯，N （2）
其中， αi 简称为 Hölder 指数，由于它控制着概率密度的奇异性，故也称奇异性指数。

若线度大小趋于零，则式（2）可变为：

α = Lim
ε→ 0

lgP
lgε （3）

从式（3）可以发现， α 是表征分形体某小区域的分维，称为局部分维，其值大小与所在的区域有

关，反映了该区域概率的大小。若在研究对象上的测度是均匀的，则 Hölder 指数只有一个值。

得到 Hölder 指数 α 后，将在分形上具有相同 α 值的小盒子的数目记为 Nα ( )ε ，它是与 ε 大小有
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关的，并写成：

Nα ( )ε ∝ ε
-f ( )α

，ε→ 0 （4）
由此可得出：

f ( )α = -Lim
ε→ 0

lgNα ( )ε
lgε （5）

与分形维数的定义相比发现， f ( )α 的物理意义是具有相同 α 值的子集的分形维数，称为多重

分形谱。一个复杂的分形体，它的内部可以分为一系列不同 α~f ( )α 值所表示的子集， f ( )α 就给出

了这一系列子集的分形特征。

3 数值模拟方法

本文采用细观力学方法，模拟 36 组不同骨料分布的混凝土试件，通过单轴拉伸的有限元模拟，

得到混凝土试件的应力应变曲线和开裂破坏形态。

3.1 混凝土塑性损伤（CDP）模型 有限元分析中，混凝土采用 CDP 模型。该模型能够模拟水泥基材

料的拉伸开裂和压缩碎裂现象［23-24］，以及混凝土动力加载和循环加载力学行为。单轴应力状态下，

CDP 模型应力应变曲线考虑了损伤引起的等效塑性应变（包含拉伸等效塑性应变 ε͂ pl
t 和压缩等效塑性

应变 ε͂ pl
c ）。依据试验，模型假定单轴加载时拉伸损伤因子 dt 与压缩损伤因子 dc 分别随拉伸等效塑

性应变 ε͂ pl
t 和压缩等效塑性应变 ε͂ pl

c 增加而增加［25］。则由损伤因子控制的应力-应变关系可表示为：

σt = ( )1 - dt E0( )ε - ε͂ pl
t

σc = ( )1 - dc E0( )ε - ε͂ pl
c

（6）

式中：下标 t和 c分别表示拉伸和压缩； E0 为初始弹性模量；σ 为应力。

图 1 为 CDP 模型单轴应力-应变关系曲线。多轴应力状态由单轴应力状态值拓展得到。关于该本

构模型的详细描述，可参考 Lubliner等［26］和 Lee等［27］的相关文献。

图 1 CDP 模型单轴应力-应变关系曲线 图 2 混凝土细观力学模型

骨料
砂浆
界面裂纹面闭合

ε

σt

E0

ft

( )1 - dt E0

fc
E0

σc

( )1 - dc ( )1 - dt E0

( )1 - dc E0

3.2 混凝土细观模型及参数 采用基于 Monte Carlo 方法的二维随机骨料投放程序［28］生成细观混凝土

试件 36 组，试件统一边长为 150 mm×150 mm，骨料含量为 45%，粒径范围为 5 ~ 40 mm。含界面过渡

区（ITZ）的二维混凝土三相复合材料数值模型如图 2。
Scrivener 等［29］指出， ITZ 厚度约为 40 μm，但考虑到计算工作量，本文中 ITZ 厚度取 100 μm。在

混凝土细观研究中，ITZ 的材料参数非常重要，但目前该参数较难由试验测得。通常认为 ITZ 的力学

性能与水泥砂浆类似，略小于水泥砂浆［6，29-30］。

材料类型

骨料

砂浆

ITZ

弹性模量 E/GPa
80
25
20

泊松比λ

0.16
0.22
0.2

拉伸强度 ft /MPa

3
2.4

裂纹极限宽度 wc/mm

0.096
0.096

表 1 各组分的计算参数

—— 1269



本文计算参数见表 1，水泥砂浆和 ITZ 力学本构模型均使用 CDP 模型。相比于砂浆基质及界面

区，骨料具有较大的拉/压强度，对于静态和低速动态加载的情况，裂纹往往绕过强度较大的骨料颗粒［31-32］

而从界面及砂浆中穿过。因而可假定骨料为线弹性体［6，30，33］。为了避免网格效应，拉伸应力-应变全曲线

的下降段，将采用应力-位移曲线表示。

对混凝土细观数值模型进行位移加载，固定模型左端边界，在右端边界施加均布位移载荷，选

择显式分析模块 ABAQUS/Explicit 进行分析求解，当拉伸应变达到 600 με时停止计算，共分为 200 个

加载步。计算中以四节点平面应力四边形（CPS4R）单元剖分网格。单元的最长边和最短边比值不得大

于 50，所以当界面厚度（100 μm）确定后，其界面单元的最长边长不得超过 5 mm，同时要求与界面相

连的砂浆与骨料的网格单元边长均控制在此尺寸内，每组模型大约 8000 个单元。采用细观力学的均

匀化方法获得 36 组混凝土试件单轴拉伸应力-应变全曲线。

3.3 基于细观混凝土模型的单轴拉伸数值试验 混凝土细观数值模型单轴拉伸计算结果如图 3 所示。

图 3 36 组混凝土数值模型计算结果

计算结果表明，混凝土单轴拉伸破坏时，微裂纹起始于骨料颗粒与砂浆基质之间力学性能相对

薄弱的界面过渡区，并在扩展过程中绕过强度相对较高的骨料颗粒穿过砂浆，最终产生一条垂直于

拉伸方向的主裂纹。随着骨料分布的不同，最终的裂纹分布也不同，但大体上，裂纹主要沿着大骨

料界面扩展，随大骨料位置的变化而变化。因为裂纹扩展会以最小的耗能方式进行［34］，而大骨料与

砂浆之间的黏结面是最薄弱的地方，所以裂纹会沿大骨料周边扩展。

采用细观力学的均匀化方法获得 36 组混凝土试件单轴拉伸应力-应变全曲线，参见图 4（a）。从图

4（a）可以发现，对于不同的骨料分布，虽然应力-应变曲线大体相似，但仍有些许不同。在峰值点

前，36 组试件的线性段基本重合，一致性非常好，说明骨料分布形式对混凝土弹性阶段的宏观力学

特性影响很小。而非线性段靠近峰值点处离散性较明显，峰值点有所差别。峰值点后，软化段曲线
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36 组骨料随机分布的混凝土试件相当于现实试验中一组（36 个）标准试件的宏观力学性能的随机

分布，因此，对 36 组试件峰值应力（拉伸强度）进行统计分析，将峰值应力划分 8 个区间，绘制其频

率分布直方图见图 4（b）。从图 4（b）可以发现，数据分布形态大致服从 Weibull 分布，与文献［1］的研

究一致。

4 骨料分布对混凝土力学行为的影响

4.1 骨料分布的分形表征

4.1.1 骨料分布的盒维数 利用盒维数法计算骨料分布的分形值。对每个样本的骨料图像进行黑白

二值化处理，取边长为 L的正方形小盒子覆盖骨料分布图，将无骨料颗粒占据的空的小盒子标记为

0，有骨料颗粒占据的非空小盒子标记为 1，统计所有为 1 的小盒子个数为 N ( )L ，然后通过不断改变

盒子尺寸来改变覆盖图形的盒子总数，得到一系列 ( )L，N ( )L ，绘制 lgN ( )L - lg( )1 L 关系曲线，其

斜率便是该分形图像的盒维数。依次计算并绘制每一组骨料分布的 lg N ( )L - lg( )1 L 关系曲线，最终

得到 36 组混凝土试件的骨料分布的盒维数（图 5）。从图 5 可以发现，36 条拟合直线重合，斜率为

1.86，拟合度（R2）均达到 0.99。由此可知，仅骨料分布不同的情况下，36 组骨料分布的盒维数基本一

致，分形值为 1.86。这是因为 36 组混凝土试件在保持试件尺寸，骨料含量和骨料形状一致的情况

下，骨料所占有的空间（这里是面积）有效性一致，在整体上，其骨料不规则分布一致，致使不同试

件混凝土的线弹性力学特性一致。但是，一旦发生开裂破坏，开裂通道最容易沿着相对薄弱、可能

存在初始微裂纹的骨料与砂浆界面形成（表 1 中界面的强度最小）。

从图 3 可知，由于不同试件内大小骨料分布形态的变化，骨料之间的开裂通道发生了变化。大骨

料与大骨料相邻，则通道稀疏；而大骨料与小骨料相邻，则通道密集；使得裂纹扩展路径以及最后的

裂纹分布形态的不同。可见，虽然骨料不规则分布整体上具有一致性，但是具体细节存在差异，因而

图 4 36 组应力-应变全曲线和峰值应力频率分布

（a）应力-应变曲线

2.5
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1.0
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0 0 100 200 300 400 600500

应
力

/MP
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应变×10-6

（b）峰值应力频率分布
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接近平行，但具有较大的离散性，其离散程度大于峰值点的离散，说明骨料分布对混凝土的峰值强

度和应力-应变曲线软化段的影响明显。

图 5 36 组骨料分布盒维数分形维
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图 6 试件 1 骨料分布的多重分形谱
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难以采用单分形的方法进行研究，需要引入多重分形维来进一步放大分形体的局部的细节分形特征。

4.1.2 骨料分布的多重分形谱 多重分形谱的计算首先应统计物理量在相应分形结构上的概率测度

分布。本文用盒计数法进行概率测度的统计与计算。将处理后的骨料分布图像转换成数据文件，有

像素点处用 1 表示，无像素点处用 0 表示。用盒维数法求概率分布，以尺寸为 ε × ε（ ε≤ 1 ；设整个

图形尺寸为 1×1）大小的正方盒子覆盖在骨料图像上， ε 以 1/2k 变化（ k = 0，1，2，⋯），包含骨料的

盒子数量记为 N ( )ε 。求出对应于整幅骨料分布图的全体骨料像素点的数目总和 S，对于每一个确定

的图，S是一个常数。在每个小正方形盒子 ε × ε 区域内，定义包含在此区域内的骨料像素点的数目

总和为 Si ( )ε ， i = 1，2，⋯，它依赖于划分尺寸 ε 以及 i，从而得到每个小正方形区域所对应的概率

测度 Pi ( )ε ：

Pi ( )ε =
Si ( )ε
S

（7）
式中： Si ( )ε 为第 i个盒子中所含骨料像素点的个数； S 为骨料分布图中全体骨料像素点总和。

其次，为了显示概率测度 Pi ( )ε 的作用，定义 q阶矩下的配分函数 χq ( )ε 为：

χq ( )ε = å
i = 1

N (ε )

Pi ( )ε q
，q ∈( )-∞， + ∞ （8）

其中， q为权重因子，不同的 q 表示不同大小的概率测度 Pi ( )ε 在配分函数 χq ( )ε 中所具的比重。

以试件 1 骨料分布为例，给出了多重分形谱计算结果如图 6 所示。由图 6（a）可知，在 q ≥-1 时，

lg χq ( )ε - lg( )ε 基本上为直线，满足标度不变性，并且标度不变性的范围达到 3 个数量级，适合用多

重分形谱理论进行分析； q <-1 时，曲线分为两段， ε 大的区域（Ⅰ区）斜率绝对值大， ε 小的区域

（Ⅱ区）斜率绝对值小。可见不是在所有 ε 范围内都满足标度不变性。这种异常现象的出现与小概率

呈现异常的涨落有关［35］。局部解决异常部分的一个办法是忽略一部分很小的 Pi ( )ε ，即认为它们是

实际图形中的误差。本文借鉴文献［35］，忽略掉的 Pi ( )ε 所包含的像素总数应小于原图形总像素的

2%，从而保证修正后的图形不会失真。

然后讨论是否有幂律关系 χq ( )ε = å
i = 1

N ( )ε

( )Pi ( )ε ∝ ε
τ ( )q

成立，把满足幂律关系的尺度区间称为无标
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度区间（即分形关系成立的尺度区间）。可以通过双对数关系图来确定质量指数函数 τ ( )q ［17］：

τ ( )q = Lim
ε→ 0

lg χq ( )ε
lgε （9）

如果 τ ( )q 与 q 之间存在着非线性关系，则说明对象具有多重分形性；如果 τ ( )q 是 q 的线性函

数，则说明对象是单分形。由图 6（b）可知，质量指数函数 τ ( )q 是一个上凸的函数，即 τ ( )q 与 q 之间

存在着非线性关系，表明骨料分布的确具有多重分形特征。

最后，对 q 和 τ ( )q 作勒让德变换可得：

ì

í

î

ïï

ïï

α ( )q =
d ( )τ ( )q

dq
f ( )α = αq - τ ( )q

（10）

式中： α ( )q 和 f ( )α 为 q 阶矩下的谱参数。

由此即可得到骨料分布结构图的多重分形谱 α - f ( )α 。如果研究对象是单一分形，则 f (α ) 为一

定值；如果研究对象是多重分形的，则 f (α ) 一般呈现单峰图像。图 6（c）是 α ( )q 随 q 值的变化曲

线，表明 α ( )q 是 q 的递减函数，且 α ( )q 曲线的两端呈平缓变化趋势。理论上， q 的取值范围越大

越好，但实际计算时， q 不是越大越好，当其值增大对计算结果已经没有显著影响时， q 的范围就可

以截止。本文汲取前人的研究经验，当 α ( )q 的随着 q 值变化的改变率小于 0.2%时［22］，认为谱宽基本稳

定，进而确定 q 的取值范围。经过试算，36组试件的骨料分布的多重分形谱的 q 范围均介于［-5，5］。

图 6（d）给出了多重分形谱 f ( )α - α 关系图。由 6（d）可以发现， f ( )α 是 α 的单峰凸函数，在

q > 0 部分单调递增，在 q < 0 部分单调递减，当 q = 0 时， f ( )α ( )q = 0 取得最大值，再次说明了骨料

分布具有多重分形特征。

多重分形谱 f ( )α - α ( )q 中， f ( )α 的物理意义是对分形结构上的复杂程度的一种量度，而不同

的奇异性指数 α 则反映了不同概率测度子集的性质。多重分形谱的宽度 Δα = αmax - αmin 定量地表征

了分形体内最大概率子集和最小概率子集的对比关系，即分形体内部的差异性程度及变化范围。多

重分形谱越宽，即 Δα 越大，说明分形子集内部奇异性越强，差异越显著，各子集概率的两极化趋势

越明显。当用于描述骨料分布时，则表示骨料空间分布由均匀变为非均匀的趋势越明显。可见，多

重分形谱的宽度 Δα 可以定量表征分形体内部的差异性，非均匀性和各子集分布的两极化特征。谱宽

Δα 敏感性较好，常用于金融时间序列的多重分形谱分析［36］。本文利用谱宽 Δα 表征骨料分布（图 7），

谱宽 Δα 越大，骨料分布差异性越大，即骨料分布越不规则；谱宽 Δα 越小，骨料分布差异性越小，

即骨料分布越均匀。从图 7 可见，在 q 值范围一样的情况下，36 个试件的谱宽 Δα 各不相同。其中，

Δα 的最小值为 2.4227， Δα 的最大值为 3.1817。可以利用谱宽 Δα 来表征骨料分布，凸显了多重分

形放大细节的作用。

图 7 36 组骨料分布的多重分形谱
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4.2 骨料分布对混凝土破坏特性的影响 混凝土的破坏特性主要表现在峰值强度、脆性和裂纹形态

三个方面。

4.2.1 骨料分布对峰值强度的影响 利用上述方法计算得到了 36 组试件的多重分形谱，以及相应的

谱宽Δα，然后对其与拉伸峰值应力的关系进行了统计分析（图 8）。从图 8 可以发现，峰值应力随着骨

料分布谱宽 Δα 的增大而减小，且相关系数达到 0.93，属于高度相关（表 2）。图 8 中绿色点是试件计

算值，红色点是绿色点在 x轴等间距区间上求得的 y轴统计平均值，红色实线根据红色点线性拟合得

到，图 8 说明，骨料分布越均匀，强度越高。根据 Weibull 提出的统计强度理论，材料强度由其最弱

环的强度决定，最弱环一旦破坏，就会引发整个链条发生连锁反应式的破坏［37］。

例如，对于受拉的混凝土试件，其任意截面 i-i都有（厚度默认为 1）：

σ i
agg A

i
agg + σ i

mor A
i
mor + σ i

itz A
i
itz = σ̄ i A ( )i = 1，2，⋯，n （11）

式中：σ i
agg 、σ i

mor 、σ i
itz 分别对应截面 i-i上骨料、砂浆、界面的应力分量； A i

agg 、 A i
mor 、 A i

itz 分别对

应截面 i-i上骨料、砂浆、界面的受力面积； σ̄ i 为截面 i-i的平均应力；A为截面 i-i的面积。
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y=-97940x+3×106

R2=0.8666

图 8 谱宽 Δα 与峰值应力关系

试件的破坏取决于强度最弱的一环，欲使受力 F = σ̄A = min( )σ̄ i A 最大，则应提高最薄弱面的强

度。当混凝土配比、骨料含量、大小、形状等都一定时，骨料分布则决定了各截面强度的强度。虽

然骨料密集处的截面强度会明显提高，但该处密集的骨料必定导致他处骨料稀疏，从而降低了他处

截面的强度。所以从拓扑优化的角度来说，只有当骨料随机均匀分布，使所有截面的强度分布差异

最小时，材料的受力状态才能越均匀，试件的强度越高。

骨料分布谱宽 Δα
峰值应力 f0

0.93
脆性 B1

0.72
裂纹盒维数 D

0.84

表 2 骨料分布谱宽 Δα 与峰值应力 f0 ，脆性 B1 ，以及裂纹盒维数 D的相关系数

4.2.2 骨料分布对混凝土脆性的影响 混凝土的峰后应力-应变软化段曲线的形态一直是人们定性了

解混凝土脆性程度的主要方法，如果峰后强度迅速降至某一很小的值说明混凝土脆性程度大，如果

峰后强度降低很慢说明混凝土脆性程度小。为了研究应力-应变软化段曲线的离散性，本文提出建立

在应力-应变曲线峰后应力下降幅度和绝对速率基础上的脆性指标 B1 。如图 9 所示，A为峰值点，B

为最终的残余强度。

kAB =
σA - σB

εB - εA

（12）

B1 =
lg || kAB

10 （13）
对 B1 取 lg值并除以 10，将其转化为 0 ~ 1 变化范围的数值， B1值越大，说明混凝土脆性越大。

由图 10 可知，混凝土试件的脆性随着谱 Δα 的增大而减小，相关系数达到 0.72，属于显著相关

（表 2）。说明骨料分布越均匀，脆性越大。
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图 12 “试件 1”的裂纹分布的盒维数 图 13 谱宽 Δα 与裂纹盒维数关系
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4.2.3 骨料分布对裂纹形态的影响 从最后的计算结果图 3 中提取出最终破坏时的裂纹分布形态，

图 11 显示了试件 1 骨料分布及相应的裂纹形态。
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图 9 脆性指标 图 10 谱宽 Δα 与脆性关系

图 11 “试件 1”骨料分布和裂纹形态

试件序号

试件 1
试件 2
试件 3
试件 4
试件 5
试件 6
试件 7
试件 8
试件 9
试件 10
试件 11
试件 12

裂纹盒维数 D

1.2674
1.2672
1.3672
1.3719
1.3333
1.3722
1.2651
1.3391
1.2453
1.3776
1.2615
1.2728

试件序号

试件 13
试件 14
试件 15
试件 16
试件 17
试件 18
试件 19
试件 20
试件 21
试件 22
试件 23
试件 24

裂纹盒维数 D

1.2915
1.2863
1.3120
1.2740
1.3832
1.3185
1.3362
1.2985
1.2670
1.2821
1.2542
1.2252

试件序号

试件 25
试件 26
试件 27
试件 28
试件 29
试件 30
试件 31
试件 32
试件 33
试件 34
试件 35
试件 36

裂纹盒维数 D

1.2721
1.2635
1.3955
1.3231
1.3061
1.3119
1.3649
1.3415
1.2760
1.3194
1.2436
1.2594

表 3 36 组混凝土试件的裂纹盒维数

利用盒维数法分析图 11 中裂纹的分形维，图 12 给出了试件 1 的裂纹分布的 lgN ( )L - lg( )1 L 关系

曲线，发现曲线满足线性关系，拟合度 R2近似为 1，表明图 11 中裂纹分布具有自相似性。因此，可

以利用盒维数来表征和区分裂纹分布形态。

图 3 中 36 组混凝土试件由于骨料分布的不同，导致裂纹扩展路径及其最终的裂纹分布形态各不
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相同，相应的盒维数也不同，36 组混凝土试件的裂纹盒维数见表 3。盒维数越大，说明裂纹扩展路径

越曲折复杂，最终裂纹分布形态越不规则。

裂纹分布盒维数与骨料分布谱宽 Δα 的关系见图 13，发现裂纹分布盒维数随着骨料分布谱宽 Δα
的增大而增大，相关系数达到 0.84（表 2），属于显著相关，说明骨料分布越均匀，裂纹分布越规则。

在谱宽 Δα 越大时，骨料分布越不规则，结构面骨料分布差异性大；而骨料稠密处，有大骨料

（相当于一个高稠密区）和小骨料密集，使得局部破坏路径增加，试件整体性降低，破坏更易发展，

峰值应力较小，峰值点前储存的能量相对较少；峰值点后释放能量阶段，较少的能量释放，较多的

耗散途径（局部路径多），使得裂纹沿着更多的路径扩展，因而脆性相对越小，裂纹扩展径路曲折，

从而最终的裂纹分布形态越不规则，裂纹盒维数越大。

5 结论

混凝土的破坏特性，包括峰值强度、软化段曲线以及裂纹分布形态具有随机性和离散性。本文

采用细观力学方法，建立了 36 组具有不同骨料分布的混凝土随机骨料模型，通过有限元分析获得了

36 条单轴拉伸作用下的混凝土宏观应力-应变关系曲线和 36 组裂纹破坏开裂图。分别以多重分形谱

谱宽和盒维数表征骨料分布和裂纹分布，统计分析了骨料分布与拉伸强度，软化段曲线和裂纹分布

的相关关系，得出如下结论：（1）多重分形谱谱宽可以有效地表征骨料分布，而盒维数对裂纹分布可

以进行很好的量化，且多重分形谱较盒维数可以更好地提取局部细节特征，为骨料和裂纹分布的量化

研究提供了一种新的方法；（2）骨料分布多重分形谱谱宽与拉伸峰值强度和脆性呈反相关关系，与裂

纹分布盒维数成正相关关系；（3）骨料分布多重分形谱谱宽越小，即骨料分布越均匀时，峰值应力越

大，脆性越明显，裂纹扩展越规则，裂纹分布盒维数越小。

由此可见，骨料分布对混凝土破坏特性具有重要影响。本文的研究不仅揭示了骨料分布对混凝

土破坏特性和破坏形态的影响规律，也为混凝土搅拌的均匀性要求和开裂控制提供了科学依据。
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Fractal study of random distribution of concrete aggregate
and its effect on damage characteristics

REN Qingwen1，2，YIN Yajuan2，SHEN Lei1

（1. Department of Engineering Mechanics，Hohai University，Nanjing 210098，China；

2. College of Hydraulic Conservation and Hydropower Engineering，Hohai University，Nanjing 210098，China）

Abstract： The damage characteristics and patterns of concrete have obvious dispersion and randomness，
and the random distribution form of aggregate is one of the important influencing factors. However， the
quantitative characterization of aggregate distribution has always been a tricky issue. Assuming that concrete
is a three-phase composite material composed of aggregate，mortar，and the interface between the two， the
mechanical model of mesoscopic concrete is established in this paper. The uniaxial tensile mechanical behav⁃
ior of 36 groups of concrete specimens with different aggregate distributions was numerically studied. The
box dimension and multifractal spectrum are used to characterize the aggregate distribution， in order to
study its random distribution law， as well as its influence on the failure characteristics of concrete. It is
found that the multifractal spectrum can extract local detail features better than box dimension，which pro⁃
vides a new method for quantitative study of aggregate distribution. Furthermore， the correlations of the mul⁃
tifractal spectral width of aggregate distribution with tensile strength， softening section curve （brittleness）
and the box dimension of crack distribution are analyzed. The results show that the multifractal spectral
width of aggregate distribution is negatively correlated with tensile strength and brittleness， but positively
correlated with the box dimension of crack distribution. This means that the smaller the multifractal spec⁃
trum width of the aggregate distribution， the more uniform the aggregate distribution， the larger the peak
stress， the more obvious the brittleness， the more regular the crack growth，and the smaller the box dimen⁃
sion of the crack distribution. This research is helpful to deepen the understanding of concrete damage char⁃
acteristics and cracking patterns.
Keywords：meso-concrete； aggregate distribution；multifractal spectrum； box dimension； damage character⁃
istics
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Elastoplastic two-surface model for overconsolidated unsaturated soils

LI Xiaoxuan，LI Tao，LI Jian
（School of Civil Engineering，Beijing Jiaotong University，Beijing 100044，China）

Abstract： In order to investigate the complex mechanical characteristics of overconsolidated unsaturated co⁃
hesive soils such as strain-hardening and shear dilatancy，an elastoplastic two-surface model for overconsoli⁃
dated unsaturated soils under static and cyclic loading is established in the framework of elastoplastic theo⁃
ry by combining the Barcelona Basic Model （BBM） and a hardening rule describing the cyclic plasticity of
materials. The proposed model contains a bounding surface and a loading surface， which evolve according
to the loading and unloading conditions in the stress space. Radial mapping rule and principle of mobile
memory center are adopted to reflect the cyclic plastic characteristics of overconsolidated unsaturated cohe⁃
sive soils. The model takes into account the influence of suction and overconsolidated ratio （OCR）. More⁃
over， the proposed model is able to be changed into the elastoplastic two-surface model for saturated cohe⁃
sive soils and BBM while the suction of overconsolidated unsaturated cohesive soils is zero and the consoli⁃
dation behaviour of unsaturated cohesive soils disappears respectively. The comparison between static experi⁃
mental results and model simulations shows that the proposed model is capable of describing the static me⁃
chanical behaviour of overconsolidated unsaturated cohesive soils. In addition，some typical dynamic mechan⁃
ical behaviour of overconsolidated unsaturated cohesive soils under cyclic loading is predicted.
Keywords：elastoplastic two-surface model；hardening criterion；unsaturated soils；matric suction；OCR
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