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水中运行设备共振幅频特性研究
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摘要：在水力机械等淹没水中设备的运行中，常遇到剧烈振动造成设备损坏等故障，多认为由共振引起。本文首

先对单自由度简谐振动系统自由振动、强迫振动方程的稳态振动解进行无量纲化处理，计算出不同阻尼比条件下

的共振频率比、共振幅值比，发现阻尼比、共振频率比、共振幅值比三者之间存在一一对应的单调变化关系，并

据此提出了分别测量设备在水中及空气中的自由振动频率，假定空气中自由振动频率为设备固有频率，再依次确

定水中阻尼比和共振幅值比的反求式估算方法。本研究采用敲击法进行了混流式水轮机模型转轮水中及空气中自

由振动频率测试，发现其水中自由振动频率比空气中低，其水中一阶自由振动频率与空气中一阶自由振动频率之

比约为 ０．７５８～０．８７２；如假定该值为水中自由振动频率比，可计算出相应的水中阻尼比为 ０．６５２～０．４９０，共振幅值

比约为 １．０１～１．１７。本研究还进行了中间固定两侧悬臂梁在空气及水中的真实共振试验，在两侧悬臂梁计算固有

频率附近均发生明显共振，发现水中共振频率比空气中明显降低，用反求法获得的水中共振幅值比小于 ２，水中

共振幅值对空气中初始振动幅值放大倍数也非常小，进一步说明水中共振时对激振幅值的放大作用非常有限。

关键词：水轮机转轮；悬臂梁；共振；自由振动；固有频率；阻尼；振幅
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１　引言

振动在大自然、日常生活和工农业生产中很常见，是指物体在平衡位置附近所做的往复运动
［１－４］
。

共振是振动的一种特殊状态，是指一物理系统在特定频率下比其他频率以更大的振幅做振动的情形，

是激振频率与系统固有频率相等或相接近时系统振幅显著增大的现象。

在车辆、船舶、航空、动力机械、机加工设备及所有旋转机械运行时，均面临振动问题，并存在

共振可能性，避免共振带来危害一直是必须面对的重大课题。汽轮发电机组运行中常遇到油膜震荡问

题，轴承最大振幅可达６００～７００μｍ［５－６］，由自激振动引起，是在负阻尼作用下产生的共振。在混流式
水轮机运行中，发生过 １０余起主轴临界转速频率大幅值弓状回旋故障，严重者压力脉动幅度超过运
行水头，也属自激振动

［７－９］
。在船舶航行中，也可能受波浪等影响引起共振

［１０］
。

受大气环境下运行设备共振事故造成严重破坏后果的影响，加之水中运行设备遇到许多类似于共

振的严重故障，许多还造成了结构材料断裂、事故停机等故障，这引起相关行业密切关注，开展了大

量研究工作。其中有研究管道振动和共振的
［１１－１２］

，更多的是研究水轮机卡门涡共振
［１３－１４］

、涡带共振

及所谓的 “水体共振”
［１５］
、“空化共振”等

［１６］
。

也有不少学者对水轮机和船舶螺旋桨等水下运行设备的共振及固有频率问题进行了数值计算研

究
［１７－１８］

，文献［１９］则采用经验下降系数分析及优化的方法计算了离心泵叶轮水中固有频率，前 ６阶
比空气中约下降 １５％，７～１０阶约下降 ４０％。部分研究者将流固耦合技术应用于水力阻尼数值预
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测
［２０］
，对认识水中共振有一定促进。

部分研究者还进行了水中结构件固有频率和空气中固有频率的对比实验
［２１－２２］

。文献［２１］进行了
自由梁、圆柱体结构固有频率的对比测量，自由梁多数阶次水中固有频率比空气中下降 １６％以上，圆柱
体１阶固有频率水中比空气中下降４１％。文献［２２］进行了悬臂梁完全暴露在空气中及部分淹没在水中固
有频率的测试，当水深达到１６０ｍｍ时（离完全淹没还差２０ｍｍ），ＸＢＬ１试件固有频率只有完全暴露在空
气中的５２．７％，下降了４７．３％；ＸＢＬ２试件水中固有频率只有空气中固有频率的７０％，下降３０％。

但是，水中设备的共振研究一直难获突破，许多所谓的共振现象存在似是而非的嫌疑，往往会遇

到强振频率和固有频率不对应等问题。为防止共振发生，就必须避免激振频率和设备固有频率相等或

接近，估算或测试设备固有频率就成为设计之必须；不仅需提供空气中固有频率，还需提供水中的固

有频率。在设备避振设计方面则更加复杂艰难，如激振频率比较低，需增加设备刚度，使设备固有频

率远大于激振频率，增加了设备造价；如激振频率比较高（例如卡门涡，大朝山电站水轮机转轮叶片

出水边卡门涡强振频率高达 ２８０～３９２Ｈｚ），其一阶固有频率只有 ４１Ｈｚ，低阶共振理论上不可避免；
许多设备形状复杂，属多自由度系统，其固有频率阶次丰富，高达十阶以上，激振频率被各阶固有频

率 “包围”其中，避开低阶则避不开高阶，可以说是防不胜防。在无奈的情况下，对设备采取了全面

或可称 “盲目”的避振措施，大幅度增加了设备投资和运行成本。

本文采用理论和实践相结合的方式，从单自由度强迫简谐振动运动方程的稳态振动解出发，发现了

共振幅值比和共振频率比、阻尼比之间的一一对应关系，发明了采用水中自由振动频率与空气中自由振

动频率之比反求水体阻尼比及水中共振幅值比的创新方法。本文还进行了两个验证试验，其一是混流式

水轮机模型转轮自由振动试验，采用敲击法进行了大气环境、水中自由振动频率测试对比试验，应用转

轮的水中自由振动频率和空气中自由振动频率之比反求水中阻尼比及共振幅值与激振幅值之比。另一个

验证试验是悬臂梁真实共振试验，通过调整变频电机转速改变激振频率，使两侧悬臂梁共振，分别测量各

工况频率和振动幅值，总结发现了水中共振和空气中共振不同的频率及幅值特性。两个验证试验均证明，

水中运行机械设备在共振状态下对激振幅值的放大倍数均小于２，非常低。这是共振研究的重大突破。

２　阻尼对自由振动及共振的影响

阻尼对自由振动及共振的影响可从自由振动及强迫振动的运动方程及其解去认识。

２．１　阻尼对自由振动频率的影响　线性一自由度机械振动系统的自由振动运动方程［１－２］
为：

Ｍ
ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋Ｒｍ
ｄｘ
ｄｔ
＋Ｋ·ｘ＝０ （１）

式中：Ｍ为质量，ｋｇ；Ｒｍ为阻尼（单位振动速度所承受的阻力），Ｎ·ｓ?ｍ；Ｋ为刚度系数（单位振动位
移所产生的弹性力），Ｎ?ｍ。

令ω２０＝
Ｋ
Ｍ
，２β＝

Ｒｍ
Ｍ
，简化后的运动方程为：

ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋２β

ｄｘ
ｄｔ
＋ω２０·ｘ＝０ （２）

当 β２＜ω０
２
时，即阻尼不太大时，该线性微分方程的解为：

ｘ＝Ａ０·ｅ
－β·ｔｃｏｓ（ωｆ·ｔ＋φ） （３）

式中 ωｆ为自由振动的频率（圆频率）。

ωｆ＝
　
ω２０－β槡

２
（４）

式中：ω０为振动系统固有频率（角频率或圆频率）；β为阻尼系数（振动物体单位质量承受的阻尼），
Ｈｚ。也就是说，在有阻尼条件下，实际自由振动的频率 ωｆ并非振动系统的固有频率 ω０，其小于 ω０，
且阻尼系数 β越大，ωｆ越小。
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很显然，由于阻尼的存在，实际自由振动的频率 ωｆ低于无阻尼条件下（真空状态）的固有频率，文
献［２１－２２］实际测量的水中自由振动频率低于空气中自由振动频率即说明了这一点。但需要说明的是，
大家约定俗成的称水中设备的自由振动频率为 “水中固有频率”，空气中设备的自由振动频率为 “空

气中固有频率”，其实都不是真正的，而是该阻尼系数下的实际自由振动频率。从严格意义上讲，固

有频率只有一个，是 ω０，而不是 ωｆ。ω０是无阻尼共振或自由振动频率，和阻尼系数无关；ωｆ是有阻尼
条件下的自由振动频率，和阻尼系数和固有频率均有关。

２．２　一自由度强迫振动方程的稳态无量纲解　如假定强迫振动为简谐振动，其振动力为Ｆ·ｓｉｎ（ω·ｔ），
线性一自由度强迫振动的运动方程为：

Ｍ
ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋Ｒｍ
ｄｘ
ｄｔ
＋Ｋ·ｘ＝Ｆ·ｓｉｎ（ω·ｔ） （５）

令ω２０＝
Ｋ
Ｍ
，２β＝

Ｒｍ
Ｍ
，ｈ＝

Ｆ
Ｍ
，则上式变为：

ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋２β

ｄｘ
ｄｔ
＋ω２０·ｘ＝ｈ·ｓｉｎ（ω·ｔ） （６）

根据微分方程理论，该线性方程的稳态振动解为：

ｘ＝Ａ·ｓｉｎ（ω·ｔ－φ） （７）
其振动幅值 Ａ为：

Ａ＝
ｈ

　
（ω２０－ω

２
）
２＋４β２·ω槡

２
（８）

式中 φ为强迫振动和振动系统之间的相位差，即振动系统与强迫振动之间的滞后角。
为建立无量纲的振动幅值方程，先对式（７）（８）的 ３种临界状态进行讨论，以了解其物理意义：
（１）ω＝０时激振幅值临界状态。如令激振频率 ω＝０时的振动幅值为 Ａ０，则 Ａ０＝ｈ?ω０

２＝Ｆ?Ｋ。由式
（５）及刚度系数定义可知，Ｋ为单位位移所需要的弹性力，则强迫振动力 Ｆ与 Ｋ的比 Ａ０即该力 Ｆ作用
下的原始振动幅值，也就是在静力 Ｆ作用下振动系统的静位移。

（２）β＝ω０时阻尼系数临界状态。通常将 β等于振动系统固有频率 ω０时的阻尼系数称为临界阻尼

系数，此时式（８）中分母变为 ω２０＋ω
２
，振幅 Ａ的最大值出现在 ω＝０时，Ａ＝Ａ０，其余任何频率下振

动幅值都小于激振幅值，说明没有共振发生。这说明，所谓的临界阻尼系数是指共振发生的门

槛值。

（３）ω＝ω０时激振频率临界状态———速度共振状态。在该振动频率，振动速度达到最大值。在有阻
尼的条件下，位移振动最大值并没有出现在该点。当阻尼比较小时，移振动最大值靠近该频率。

因此，可分别用振动幅值 Ａ、阻尼系数 β、振动频率 ω和各自的临界值之比进行无量纲化，并令
振动幅值比 ａ＝Ａ?Ａ０，阻尼比 ξ＝β?ω０，振动频率比 ｗ＝ω?ω０，则式（８）变为：

ａ＝
１

　
（１－ｗ２）２＋４ξ２·ｗ槡

２
（９）

图 １　强迫振动响应曲线

根据式（９）绘制的不同阻尼比 ξ条件下系统振
动幅值比 ａ随频率比 ｗ变化的曲线如图 １所示。

很显然，阻尼比 ξ对振动幅值比 ａ影响很大，
在所有的频率比 ｗ范围内，阻尼比 ξ大者其振动幅
值比 ａ都小。也就是说，阻尼越小，振动幅值越
大，所有阻尼比 ξ的振动幅值比 ａ均被 ξ＝０的振动
曲线包络在下面。

２．３　阻尼对共振幅值及共振频率的影响　在图 １
中，各阻尼比振动曲线的峰值点即位移振动共振
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点，该点幅值比即共振幅值与激振幅值的比，而该峰值对应的频率比是共振频率与系统固有频率的

比。由图 １可发现如下规律：

图 ２　确定各阻尼比下共振频率比及幅值比

（１）阻尼比 ξ越小，共振幅值比 ａｒ＝Ａ?Ａ０越大，也
就是共振对激振幅值的放大倍数越大；

（２）除阻尼系数 ξ＝０之外，所有阻尼比下共振频率
ωｒ均小于系统固有频率 ω０，即共振频率比 ｗｒ＝ωｒ?ω０＜１；
阻尼比 ξ越大，共振频率比 ｗｒ越低。

这就是说，阻尼不仅影响共振幅值，还影响实际共

振发生的频率。在阻尼较大时，不仅共振幅值较低，共

振频率也会比系统固有频率低。阻尼越大，共振频率比

ｗｒ越小。
２．４　共振点阻尼比、幅值比及频率比关系　由图 １可
知，无论阻尼比大小，在共振点两侧，每个振动幅值比

ａ都对应两个频率比 ｗ，也就是可在两个频率下达到某
个相同的振动幅值。但唯有共振点不同，该点幅值比 ａｒ和频率比 ｗｒ是唯一的（见图 ２）。

为获得各阻尼比条件下的共振峰值，可对式（９）求其相对于 ｗ的一阶导数，并令 ｄａ?ｄｗ＝０，由此
可得，共振点的频率比为：

ｗｒ＝
　
１－２ξ槡

２
（１０）

共振点的振动幅值比为：

ａｒ＝
１

２ξ
　
１－ξ槡

２
（１１）

因此，可以在 ０到 １的范围内给定阻尼比 ξ，应用式（１０）和式（１１）求得每个阻尼比对应的共振频
率比 ｗｒ及共振幅值比 ａｒ，绘制出 ｗｒ随 ξ变化曲线（见图 ３）及 ａｒ随 ξ变化曲线（见图 ４）。

图 ３　共振频率比随阻尼比变化曲线 图 ４　共振幅值比随阻尼比变化曲线

　　不难发现，在阻尼比ξ从０到１的变化范围内，图３、图４曲线均为单调变化曲线，即阻尼比ξ和
实际共振频率比 ｗｒ及实际共振幅值比（或称 “放大倍数”）ａｒ之间均存在单调下降的一一对应关系。

类似的，也可对计算自由振动频率的式（４）进行无量纲化处理，公式两侧均除以固有频率 ω０，并
定义自由振动频率比 ｗｆ＝ωｆ?ω０，则无量纲化后的式（４）变化为：

ｗｆ＝
　
１－ξ槡

２
（１２）

比较式（１２）和式（１０）可发现，共振发生频率不仅不等于振动系统固有频率，且和该系统的自由振
动频率也不同，共振发生频率低于自由振动频率。由式（１２）可得：
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ξ＝
　
１－ｗ槡

２
ｆ （１３）

籍此，本文发现了一条获得实际共振频率及幅值的全新思路：从自由振动频率比 ｗｆ及共振频率比
ｗｒ入手，根据式（１３）及式（１０）反求其对应的阻尼比 ξ，再根据该阻尼比 ξ应用式（１１）求得共振幅值比
ａｒ及共振幅值 Ａｒ。
２．５　水中运行设备共振幅值确定方法　到目前为止，业界对介质阻尼的认识还不够充分，更难言测
量，阻尼比 ξ暂无法测量获得，无法直接应用式（１１）计算获得共振幅值比 ａｒ。设备在真空中固有频率
ω０也很难测量，即使已知其水中自由振动频率 ωｆ，ｗ，也无法确定其水中自由振动频率比 ｗｆ，ｗ，故难以
应用式（１３）反求 ξ并计算共振幅值比 ａｒ。

为解决该难题，本文提出一创新思路：假设在空气中所测设备自由振动频率 ωｆ，ａ为该设备固有频
率 ω０，可通过测量设备在水中及空气中自由振动频率的方法估算水中共振频率及其幅值。具体方法和
步骤如下：

（１）分别测量设备在空气中、水中的自由振动频率 ωｆ，ａ及 ωｆ，ｗ，假定设备在空气中自由振动频率
ωｆ，ａ为其固有频率 ω０，计算水中自由振动频率比 ｗｆ，ｗ＝ωｆ，ｗ?ωｆ，ａ。

（２）将 ｗｆ，ｗ代入式（１３）反求水中阻尼比 ξ。
（３）将 ξ分别代入式（１０）、式（１１）计算水中共振频率比 ｗｒ及水中共振幅值比 ａｒ。
由于共振频率比 ｗｒ、共振幅值比 ａｒ及自由振动频率比 ｗｆ均为阻尼比 ξ的函数，前述方法却是在已

知因变量 ｗｆ基础上反求自变量 ξ，因此将该估算方法简称为 “反求法”。

该反求法是基于假设 ωｆ，ａ＝ω０的基础上进行的，其可行性可从如下两个方面论证：
（１）空气的阻尼比 ξ非常小，自由振动频率比 ｗｆ，ａ＝ωｆ，ａ?ω０接近于 １，与现实比较接近，该假设给

反求法带来附加误差非常小。

（２）本研究的目标是求解水中共振幅值比 ａｒ的最大值，该假设会造成计算的 ａｒ比理想值大，与目
标要求一致，还能起到安全裕量作用，说明该假设及基于此的反求法是可行的。

２．６　反求法适用性讨论　该方法基于线性一自由度简谐振动方程，除适用于线性一自由度简谐振动
外，其余振动的适用性应具体问题具体分析：

（１）多自由度线性简谐振动，可以应用。因为任何多自由度系统都是由单自由度系统组合构成的，
均可应用该方法通过测量各阶自由振动频率获得其对应的共振幅值比。

（２）非线性阻尼振动系统，可以参考应用。尽管假定 Ｒｍ为线性阻尼，但黏性阻尼类线性阻尼并非
主要成分，随振动速度或位移变化的非线性阻尼是主要成分。非线性阻尼会造成振动阻力随振动幅值

增加而增加，使共振幅值比进一步降低，会更安全。

３　水轮机模型转轮自由振动频率测试及水中共振幅值估算

水轮机模型转轮水中及空气中自由振动频率测试于 ２０２０年 １月 １５日在中国水利水电科学研究院
水力机械实验室进行。

３．１　测试设备及方法　被测试设备为混流式水轮机模型转轮，转轮进水边直径 Ｄ１＝３６０．９ｍｍ，转轮
叶片及上冠、下环材料均为不锈钢。

试验采用敲击法进行。转轮共 １４个叶片，选择 １＃和 ８＃两个对称布置叶片进行测试。每个叶片布
置 ３个测点，测点由外向内依次标号为 １（离下环 Ｌ?４，Ｌ为叶片出水边长度）、２（离下环 Ｌ?２）、３（离
下环 ２Ｌ?３）。３个测点布置的均为防水型压电加速度传感器，采样频率为 ５０００Ｈｚ。

水中自由振动频率测试在长 ２ｍ、宽 １．５ｍ的矩形水池进行，转轮淹没水深 １００ｍｍ。
３．２　试验结果

（１）空气中自由振动频率测试结果。图 ５和图 ６为 １＃叶片空气中在 １号敲击位置第一次敲击和第
二次敲击的自由振动频率分析结果。图中横坐标为频率，纵坐标为频响相对值，是各测点频响幅值与

各自频响最大幅值之比。
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图 ５　１＃叶片 １号位置空气中第一次敲击测试结果

图 ６　１＃叶片 １号位置空气中第二次敲击测试结果

　　比较图 ５和图 ６同一敲击位置两次敲击结果，可见其总体响应规律一致，各阶之间有一定差别
（见表 １）。说明敲击位置不一定完全重复，该不重复对频率响应有一定影响，且阶次越高重复性越
差。由于本研究主要目的是研究在空气及水中的自由振动频率变化，需要重复性和稳定性，以下的对

照主要针对重复性比较好的 １阶自由振动频率进行。

表 １　１＃叶片 １号和 ２号测点之间空气中两次敲击前 ５阶自由振动频率测试结果对照表

敲击次序 １阶频率 ２阶频率 ３阶频率 ４阶频率 ５阶频率

第一次敲击?Ｈｚ ６１５．５ ８８５．６ ９５０．３ １０６６．０ １３８８．２

第二次敲击?Ｈｚ ５９３．３ ７９６．５ １００１．６ １２１７．０ １６０６．４

二者之比 １．０３７ １．１１２ ０．９４９ ０．８７６ ０．８６４

空气中两叶片在两个不同位置敲击测量的一阶自由振动频率 ｆａ１如表 ２所示。很显然，８
＃
叶片无论

是两次敲击还是两个测点之间都有良好的重复性，１＃叶片则稍差，其 ２号位置的测量不仅两次敲击重
复性误差大，两次敲击平均值和其它 ３个平均值也相差较大。因此，初步分析认为 １＃叶片的 ２号位置
敲击测量可能受到部分不确定因素影响，在其后的分析中不作为主导因素考虑。

表 ２　两叶片空气中两次敲击一阶自由振动频率 ｆａ１测量结果

１＃叶片 ８＃叶片

１号位置 ２号位置 １号位置 ２号位置

第一次敲击?Ｈｚ ６１５．５ ５５７．３ ６０４．２ ６０３．９

第二次敲击?Ｈｚ ５９３．５ ４９０．７ ６０３．３ ５９９．４

平均值 ｆａ１?Ｈｚ ６０４．５ ５２４．０ ６０３．８ ６０１．７

重复性误差?％ １．８ ６．４ ０．１ ０．４
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图 ７　１＃叶片 １号位置水中第一次敲击测试结果

　　（２）水中自由振动频率测试结果。１＃号叶片 １号位置水中第一次敲击测量结果如图 ７所示，两个
叶片水中测试分析的一阶自由振动频率 ｆｗ１及与 ｆａ１的比如表 ３所示。

由表 ３可知，水中测量的转轮一阶自由振动频率 ｆｗ１与空气中测量的一阶自由振动频率 ｆａ１之比 ｆｗ１?
ｆａ１在 ０．７５８～０．８７２之间，４个比值的平均值为 ０．７９２。

表 ３　两叶片水中两次敲击一阶自由振动频率 ｆｗ１测量结果

１＃叶片 ８＃叶片

１号位置 ２号位置 １号位置 ２号位置

第一次敲击?Ｈｚ ４６９．０ ４５７．８ ４５９．９ ４５６．８

第二次敲击?Ｈｚ ４６９．１ ４５６．５ ４５８．５ ４５５．６

平均值 ｆｗ１?Ｈｚ ４６９．１ ４５７．２ ４５９．２ ４５６．２

ｆｗ１?ｆａ１ ０．７７６ ０．８７２ ０．７６１ ０．７５８

３．３　水轮机模型转轮水中共振幅值比估算　应用 “反求法”对水轮机模型转轮水中共振幅值比 ａｒ进
行估算。

（１）假定空气中自由振动频率为设备固有频率，并将所测模型水轮机转轮水中和空气中自由振动
频率之比 ｆｗ１?ｆａ１作为水中自由振动频率比 ｗｆ，即：ｗｆ＝０．７５８、０．７９２、０．８７２；

（２）将 ｗｆ代入式（１３）反求对应之阻尼比，ξ＝０．６５２、０．６１１、０．４９０；
（３）将 ３个 ξ分别代入式（１０）和式（１１），求得对应之 ｗｒ、ａｒ，详见表 ４。

　表 ４　测量的 ３个自由振动频率比对应的

阻尼比、共振幅值比

自由振动频率比 ｗｆ ０．７５８ ０．７９２ ０．８７２

对应阻尼比 ξ ０．６５２ ０．６１１ ０．４９０

共振频率比 ｗｒ ０．３８７ ０．５０３ ０．７２２

对应共振幅值比 ａｒ １．０１１ １．０３４ １．１７１

　　这说明，该水轮机转轮在水中共振的振动幅值只是
其激振幅值的 １．１７倍，其共振放大作用非常有限。两
个频率相近、幅值也接近的振动合成的拍振可产生幅值

接近单一振动幅值 ２倍的振动［２３］
，说明水中共振的危

害性还不如拍振。

除此之外，本文还应用上述方法对文献［２１－２２］提
供的自由梁、圆柱体结构、悬臂梁固有频率测试结果进

行了计算分析，即使以圆柱体结构 ２阶为例，其水中自由振动频率比 ｗｆ＝４８．２１?５４．０２＝０．８９２，对应的
水中阻尼比 ξ＝０．４５２，相应的水中共振幅值比 ａｒ＝１．２４。

４　悬臂梁空气及水中共振试验

为进一步验证前文提出的理论及试验成果，全面了解设备在空气及水中共振的幅频特性，进行了

悬臂梁空气及水中真实共振试验。
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图 ８　共振试验装置照片

４．１　试验方法及仪器　试验装置如图 ８所示，对一个中间
固定、两侧悬臂的悬臂梁施加一周期可调节的强迫振动。

这是用一根弹簧钢板制作完成的悬臂梁，其宽度 ｂ＝
４４ｍｍ，厚度 ｈ＝１．５ｍｍ，右侧长度 Ｌ１＝１８８ｍｍ，左侧长
度 Ｌ２＝２５３ｍｍ。强迫振动在右侧悬臂梁施加，振动传感器
布置在左侧，从右至左依次为振动位移传感器、电涡流位移

传感器和加速度传感器，３种传感器均为防水型。共振试验分
别在空气和水中进行，测试分析其振动幅值及各阶频率。

强迫振动通过图 ８右侧细杆的上下运动施加给悬臂
梁，卧轴电动机通过拐臂传动机构将拐臂的旋转转换为细杆的上下运动。该电动机为变频电机，其转

速可在 ０～１４００ｒ?ｍｉｎ之间调节。
传感器采集频率为１０００Ｈｚ，采集时间为２０ｓ，计算分析出各传感器测量的振动峰峰值。电涡流位移

传感器输出位移，单位 μｍ；振动位移传感器测量结果是振动速度，积分后输出的也是位移，单位 μｍ。
悬臂梁材料为弹簧钢，其弹性模量 Ｅ＝１．９６５×１０１１～１．９８６×１０１１Ｐａ。按此估算，左侧悬臂梁的固有

频率 ｆ０１＝９．３４Ｈｚ，右侧悬臂梁的固有频率 ｆ０２＝１６．９１Ｈｚ。
４．２　试验结果及分析　试验分别在空气及水中进行，逐渐改变变频电机转速，以改变悬臂梁激振频率
（即强迫振动频率）。振动位移传感器和电涡流位移传感器在空气及水中的振动测试结果分别如图 ９和
图 １０所示。
４．２．１　共振工况频率特性

（１）空气中共振频率特性。在图 ９和图 １０中，都有多个振动幅值陡升陡降的尖峰点，这就是通常
所说的共振工况，尖峰越尖锐、越突出，说明共振越严重。

图 ９　振动位移传感器位移测试结果 图 １０　电涡流位移传感器测试结果

　　重点关注共振或尖峰频率。振动位移传感器尖峰频率成分比较简单，有 ４个峰值点，见表 ５。电
涡流位移传感器峰值点比较多，共 ５个，见表 ６。两个传感器最高峰值点频率并不完全一致，均比较
突出的主要是两个频率范围：１６．７７～１６．８６Ｈｚ和 ９．１４～９．７９Ｈｚ。

表 ５　空气中共振试验振动位移传感器峰值工况频率及幅值

峰值工况频率 ｆａ?Ｈｚ １６．７７ １４．３６ １１．５７ ９．７９

峰值工况幅值?μｍ １４７２ ３５６ ４５５ ２７５

表 ６　空气中共振试验电涡流位移传感器峰值工况频率及幅值

峰值工况频率 ｆａ?Ｈｚ １６．８６ １４．３６ １１．５７ ９．１４ ７．２４

峰值工况幅值?μｍ ８４７ ６０５ ５２５ １２０１ ４１５

　　首先是 １６．７７～１６．８６Ｈｚ频率范围，振动位移传感器最高峰值点频率为 １６．７７Ｈｚ，与右侧悬臂梁计
算固有频率 １６．９１Ｈｚ非常接近。
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其次是 ９．１４～９．７９Ｈｚ频率范围，电涡流位移传感器的最高峰值点频率为 ９．１４Ｈｚ，与左侧悬臂梁
计算固有频率 ９．３４Ｈｚ比较接近，说明该峰值由右侧悬臂梁共振引起。

表 ５、表 ６还包含其它 ３个尖峰频率，可能和传感器支架、施振机构等固有频率有关。

表 ７　振动位移传感器水中共振峰值工况频率、幅值及空气中共振对应峰值工况频率

峰值工况频率 ｆｗ?Ｈｚ １３．６２ １０．１９ ９．１６ ７．３３

峰值工况幅值?μｍ １２３ １４２ ９３ １０６

空气中对应工况频率 ｆａ?Ｈｚ １６．７７ １４．３６ １１．５７ ９．７９

ｆｗ?ｆａ ０．８１ ０．７１ ０．７９ ０．７５

表 ８　电涡流位移传感器水中共振峰值工况频率、幅值及空气中共振对应峰值工况频率

峰值工况频率 ｆｗ／Ｈｚ １４．２１ １０．１９ ９．１６ ７．３３ ４．８６

峰值工况幅值／μｍ ５１４ ２８４ ２２８ ５９６ １０１

空气中对应工况频率 ｆａ／Ｈｚ １６．８６ １４．３６ １１．５７ ９．１４ ７．２４

ｆｗ／ｆａ ０．８４ ０．７１ ０．７９ ０．８０ ０．６７

（２）水中共振频率特性。水中共振试验的振动峰值远不如空气中突出，尤其是振动位移传感器，
已看不出突出的尖峰。振动位移传感器 ４个峰值工况和电涡流位移传感器 ５个峰值工况的水中试验结
果分别如表 ７、表 ８所示。表 ７和表 ８还列出了空气中共振试验对应峰值工况的空气中共振点频率 ｆａ，
计算了水中各共振频率 ｆｗ和其对应的 ｆａ之比。
４．２．２　共振工况幅值特性

（１）共振幅值的比较方法及共振幅值比确定方法。水中共振和空气中共振的幅值特性主要采用两
种方式比较，其一用共振峰值绝对值比较，其二则采用共振幅值比 ａｒ进行比较。后者所用相对值虽不
如前者直接，但由于 ａｒ是相对于相同初始值的放大能力，更能反映共振的真实威力或危害。

共振幅值比的确定方法和前述利用自由振动频率反求水中共振幅值比的方法类似，将空气中共振

频率 ｆａ当做系统固有频率 ｆ０计算水中共振频率比 ｗｒ＝ｆｗ?ｆａ，采用反求法计算水中阻尼及相应的水中共
振幅值比 ａｒ。与前述方法不同点有两点：①前述方法利用水中和空气中自由振动频率比 ｗｆ反求，现阶
段方法是利用水中和空气中共振频率比 ｗｒ反求；②反求公式不同，前述方法应用式（１３）计算阻尼比
ξ，现阶段应用下式计算（由式（１０）变换而来）：

ξ＝
１
２
　
１－ｗ槡

２
ｒ （１４）

（２）振动位移传感器测量的幅值特性。①采用共振峰值绝对值进行比较。振动位移传感器测量的
空气及水中振动试验结果如表 ５、表 ７所示。空气中最大共振幅值为 １４７２μｍ，是水中最大共振幅值
（１４２μｍ）的 １０．４倍，是对应工况共振幅值（１２３μｍ）的 １２倍。②采用共振幅值比进行比较。

由表 ７可知，振动位移传感器测量的 ｆｗ?ｆａ＝０．７１～０．８１，将其视作 ｗｒ，代入式（１４）可得水中阻尼
比 ξ＝０．３５２～０．２９３，将 ξ代入式（１１）可得水中共振幅值比 ａｒ＝１．５２～１．７８。

（３）电涡流位移传感器测量的幅值特性。同样采用前述两种方式对电涡流位移传感器测量的水中
和空气中共振幅值进行比较。①共振峰值绝对值比较。电涡流位移传感器测量的空气及水中振动试验
结果如表 ６、表 ８所示。空气中最大共振幅值为 １２０１μｍ，是水中最大共振幅值（５９６μｍ）的 ２．０２倍。
之所以水中共振幅值没有像位移传感器一样大幅下降，可能受如下因素影响：ａ）传感器支架固定在与
振动系统相联通的薄板上，会引起关联振动；ｂ）支架比较单薄，支架振动幅度大；ｃ）水中测试时电涡
流位移传感器没有被淹没，水的阻尼作用降低，水中支架振动幅值降低较小。②采用共振幅值比比
较。电涡流位移传感器测量的水中共振与空气中共振对应频率比 ｗｒ＝ｆｗ?ｆａ＝０．６７～０．８４，反求的水中阻
尼比 ξ＝０．３７１～０．２７１，换算的水中共振幅值比 ａｒ＝１．４５～１．９１。
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结合水轮机模型转轮通过自由振动频率估算的水中共振幅值比小于 １．１７的结果，可认为完全淹没
在水中的机械设备共振幅值比小于 ２，也就是只比静态初始振动幅值增大不到 １倍。

５　结论

（１）线性阻尼单自由度简谐振动共振发生时，共振频率比、共振幅值比随阻尼比单调变化，三者
呈一一对应关系；本文据此提出了计算确定水中共振幅值比的反求法：采用设备水中自由振动频率和

空气中自由振动频率之比反求该设备水中阻尼比及共振幅值放大倍数。

（２）在阻尼不等于 ０的条件下，共振频率既不等于振动系统固有频率，也不等于其自由振动
频率。

（３）混流式水轮机模型转轮水中及空气中自由振动频率测试证实，转轮叶片水中自由振动频率
与空气中自由振动频率的最大比值为 ０．８７２，由此反求的最小水中阻尼比为 ０．４９，估算的最小水中
共振幅值比为 １．１７。

（４）悬臂梁空气及水中共振试验表明，水中共振幅值小于空气中共振幅值的十分之一，水中共振工
况频率是空气中对应频率的０．６７～０．８４倍，借此采用共振频率比反求法计算的水中共振幅值比小于２。

（５）水轮机模型转轮水中与空气中自由振动试验及悬臂梁两种状态下真实共振试验都证明，完全
淹没在水中的机械设备在共振状态下对激振幅值的放大作用非常有限。
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